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Οι ϐασικές έννοιες

1.1 Αόριστες έννοιες, αξιώµατα

Αυτό ισχύει ακόµη και για το ίδιο µας το εγώ:

το αντιλαµβανόµαστε µόνον ως εκδήλωση, όχι

ως κάτι που µπορεί να υπάρχει καθ᾿ εαυτό.

Thomas Mann, Schopenhauer

Οι έννοιες, τουλάχιστον οι µαθηµατικές, είναι σαν τις µορφές ύλης, που διασπώνται σε µόρια, αυτά σε

άτοµα που µε τη σειρά τους διασπώνται στα στοιχειώδη σωµατίδια κ.λπ. Στη γεωµετρία η διάσπαση

σε ολοένα απλούστερες έννοιες καταλήγει στις λεγόµενες αόριστες έννοιες. ΄Εννοιες που είναι τόσο

απλές και οικείες από την εµπειρία µας, ώστε δεν µπορούµε να ϐρούµε πιο απλές µε τη ϐοήθεια των

οποίων να τις περιγράψουµε ([Hel76]). Τέτοιες έννοιες στην Γεωµετρία είναι το σηµείο, το επίπεδο,

ο χώρος, η ευθεία, η έννοια του σηµείου µεταξύ δύο άλλων σηµείων και η έννοια της ισότητας δύο

σχηµάτων.

Μαθαίνουµε να χειριζόµαστε αυτές τις έννοιες ϐάσει των ιδιοτήτων τους ή αξιωµάτων που περι-

γράφουν κάποια χαρακτηριστικά τους και τα οποία αποδεχόµεθα χωρίς απόδειξη. Ξεκινάµε λοιπόν

µε τις αόριστες έννοιες. Περιγράφουµε τις ϐασικές ιδιότητες τους µε αξιώµατα και από ᾿κει και πέρα,

συνδυάζοντας τις ϐασικές ιδιότητες µε τη λογική, συµπεραίνουµε άλλες ιδιότητες, τα ϑεωρήµατα ή

προτάσεις και τα πορίσµατα (άµεσες λογικές συνέπειες των ϑεωρηµάτων). Τα µέχρις ενός σηµείου α-

ποδειχθέντα ϑεωρήµατα µαζί µε τα αξιώµατα, χρησιµοποιούνται για να συµπεράνουµε νέες ιδιότητες,

δηλαδή νέα ϑεωρήµατα.

Με τον τρόπο αυτό χτίζουµε σιγά-σιγά ένα καλά οργανωµένο και δοµηµένο πνευµατικό οικοδό-

µηµα που συγκροτεί τη γνώση µας στην Γεωµετρία. Εάν σε κάποιο σηµείο κάνουµε µια παραδοχή

λ.χ. A = B και, στηριζόµενοι στη λογική, καταλήξουµε ότι αυτό οδηγεί σε αντίφαση προς κάποιο

αξίωµα ή εν τω µεταξύ αποδειχθέν ϑεώρηµα, τότε λέµε ότι η υπόθεσή µας οδηγεί σε άτοπο και είµαστε

υποχρεωµένοι να δεχθούµε ότι ισχύει η λογική άρνηση της ιδιότητας (στο παράδειγµα A � B). Η

µέθοδος αυτή του συλλογισµού λέγεται εις άτοπον απαγωγή και χρησιµοποιείται κατά κόρον στην

γεωµετρία.

Η Ευκλείδεια Γεωµετρία εξετάζει τις ιδιότητες σχηµάτων στο χώρο και το επίπεδο και κυρίως αυτές

που σχετίζονται µε µετρήσεις. Ως σχήµα ϑεωρούµε οποιαδήποτε συλλογή σηµείων του επιπέδου (ε-

πίπεδο σχήµα) ή του χώρου (σχήµα στο χώρο). Μετράµε µήκη, γωνίες και εµβαδά. Στο χώρο µετράµε

και όγκους. Συνήθως το µάθηµα χωρίζεται σε δύο µέρη. Στο πρώτο µέρος, που ονοµάζεται επιπεδο-

µετρία, εξετάζονται ιδιότητες σχηµάτων του επιπέδου, όπως το τρίγωνο, το τετράγωνο, ο κύκλος κ.λπ.

Στο δεύτερο µέρος, που ονοµάζεται στερεοµετρία, εξετάζονται ιδιότητες των σχηµάτων του χώρου,



2 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΟΙ ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

όπως ο κύβος, η σφαίρα κ.λπ.

Σχόλιο-1 Τα αξιώµατα που ϑα επιλέξουµε ως ϐασικές ιδιότητες και σηµείο εκκίνησης της µελέ-

της µας, δεν είναι πραγµατικά ανεξάρτητα µεταξύ τους. Ορισµένα από αυτά είναι συνέπειες των

άλλων. Εποµένως, ϑα µπορούσαµε να ξεκινήσουµε µε λιγότερα, ανεξάρτητα µεταξύ τους, αλλά επαρ-

κή για να αποδείξουµε όλες τις υπόλοιπες ιδιότητες ως ϑεωρήµατα. Αυτό ωστόσο ϑα είχε τη συνέπεια

να χρονοτριβήσουµε σε πολύ απλές ιδιότητες, αποδεικνύοντάς τις και αυτές ως συνέπειες των λίγων

αξιωµάτων µας.

Προτίµησα λοιπόν να ενσωµατώσω κάποιες από αυτές τις ιδιότητες στα αξιώµατα, µε τη ϕιλοσοφία

ότι η αποκάλυψη πιο κρυφών ιδιοτήτων δηµιουργεί περισσότερο ενδιαφέρον από την επιβεβαίωση των

προφανών. Για µια διαφορετική πορεία, όπου εξετάζεται λεπτοµερώς το ϑέµα των αξιωµάτων, µπορεί

κανείς να δει το πολύ γνωστό ϐιβλίο [Hil03] του Hilbert 1862-1943, που είναι αφιερωµένο εξ᾿ ολοκλή-

ϱου στη συζήτηση των αξιωµάτων, την ανεξαρτησία τους και τη µεταξύ τους µη-αντιφατικότητα. Από

αυτό το ϐιβλίο προέρχονται και τα περισσότερα των αξιωµάτων της ευθείας που διατυπώνω παρακάτω.

Αντικαθιστώ ωστόσο µερικά από αυτά µε αξιώµατα από το σύστηµα του Birkhoff 1884-1944 ([Bir32]),

που εξασφαλίζουν το ότι οι ευθείες είναι, στην ουσία, αντίγραφα του συνόλου των πραγµατικών αριθ-

µών.

Ας σηµειωθεί πάντως, ότι η ϑεµελίωση της Ευκλείδειας γεωµετρίας µπορεί να γίνει και µε πολύ

λίγα αξιώµατα. Ο Hilbert, στο προαναφερθέν ϐιβλίο του, καθώς και ο Cairns 1904-1982 ([Cai33]),

δίδουν συστήµατα µε τέσσερα µόνον αξιώµατα. Ο Bachmann 1909-1982 ([Bac73]) δίδει ένα σύστηµα

πέντε αξιωµάτων. Σε όλα αυτά τα συστήµατα όµως υπεισέρχονται πιο σύνθετες µαθηµατικές δοµές

(τοπολογικοί χώροι, µετασχηµατισµοί, οµάδες κ.α.).

Σχόλιο-2 Τα στοιχεία του Ευκλείδη (περίπου 325-265 π.Χ.) ([Hei85], [Hea08]) αρχίζουν µε την

παράθεση 23 ορισµών οι 4 πρώτοι εκ των οποίων και ο τελευταίος είναι οι εξής :

(1) Σηµείον έστιν, ου µέρος ουθέν.

(2) Γραµµή δε µήκος απλατές.

(3) Γραµµής δε πέρατα σηµεία.

(4) Ευθεία γραµµή εστιν, ήτις εξ ίσου τοις εφ᾿ εαυτής σηµείοις κείται.

... ...

(23) Παράλληλοι εισίν ευθείαι, αίτινες εν τω αυτώ επιπέδω ούσαι και εκβαλλόµεναι εις άπειρον εφ᾿

εκάτερα τα µέρη επί µηδέτερα συµπίπτουσιν αλλήλαις.

Αµέσως µετά τους 23 ορισµούς ακολουθούν τα 5 Αιτήµατα, που εµείς ονοµάζουµε αξιώµατα:

1. Ηιτήσθω από παντός σηµείου επί παν σηµείον ευθείαν γραµµήν αγαγείν.

2. Και πεπερασµένην ευθείαν κατά το συνεχές επ᾿ ευθείας εκβαλείν.

3. Και παντί κέντρω και διαστήµατι κύκλον γράφεσθαι.

4. Και πάσας τας ορθάς γωνίας ίσας αλλήλας είναι.

5. Και εάν εις δύο ευθείας ευθεία εµπίπτουσα τας ενός και επί τα αυτά µέρη γωνίας δύο ορθών

ελάσσονας ποιή, εκβαλλοµένας τας δύο ευθείας επ᾿ άπειρον συµπίπτειν, εφ᾿ ά µέρη εισίν αι των

δύο ορθών ελάσσονες.

Στους ορισµούς αυτούς περιέχονται, τόσο έννοιες που εµείς περιγράψαµε ως αόριστες (1,2,4), όσο

και κανονικοί ορισµοί, όπως τους δίνουµε και σήµερα (3,23). Τα πέντε αξιώµατα του Ευκλείδη

δυστυχώς δεν επαρκούν για την απόδειξη όλων των προτάσεων που ακολουθούν στο ϐιβλίο του.

Συχνά χρησιµοποιεί κάποιες ιδιότητες που δεν προκύπτουν από τα πέντε αυτά αξιώµατα, που είναι

όµως σωστές. Απλά χρειάζεται η προσθήκη και άλλων αξιωµάτων, ώστε να προκύψει αυτό που σήµερα

λέµε πλήρες σύστηµα αξιωµάτων, το οποίο είναι ικανό να στηρίξει τις αποδείξεις όλων των ιδιοτήτων

των σχηµάτων που ανακαλύπτουµε και να τις ϐάλει σε µια λογική σειρά ([You17, σ. 36]).

Σχετικά µε το λίγο χρόνο που αναλίσκει ο Ευκλείδης στους ορισµούς και τα αξιώµατα συµφωνώ,

γιατί κατ᾿ επανάληψιν έχω παρατηρήσει ότι όταν ο µαθητής πολιορκείται µε διασαφήσεις και ανάλυση

λεπτοµερειών για έννοιες των οποίων έχει µια ϕυσική διαίσθηση, τότε αρχίζει να αµφιβάλλει και για

αυτά που ήξερε και να µπερδεύεται περισσότερο, αντί να ϕωτίζεται. Χρειάζεται λοιπόν προσοχή, ώστε
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περισσότερο να ενισχυθεί η ϕυσική του διαίσθηση για αυτά που καταλαβαίνει µε κάποιο τρόπο, παρά

να αµφισβητηθεί η διαίσθησή του και οι προηγούµενες εµπειρικές γνώσεις του.

Ακολουθώντας λοιπόν τον Ευκλείδη, δεν ϑα σταθώ ιδιαίτερα στις αόριστες έννοιες και τα αξιώµα-

τα ([You17, σ. 165], [Log80]). Θα δώσω ένα σύστηµα πλήρες, ικανό να στηρίξει όλες τις µετέπειτα

προτάσεις µας και ϑεωρήµατα. Εµπιστευόµενος, ωστόσο, τη διαίσθηση του αναγνώστη, δεν ϑα συ-

Ϲητήσω ιδιαίτερα τις αλληλεξαρτήσεις των αξιωµάτων αυτών και τις αόριστες έννοιες στις οποίες αυτά

αναφέρονται.

1.2 Ευθεία και ευθύγραµµο τµήµα

Η ευθεία γραµµή είναι κατηγόρηµα του απείρου. Επίσης ο άνθρωπος

που προαισθάνεται το άπειρο το αναπαράγει στα έργα του.

Honore de Balzac, Η Ανθρώπινη Κωµωδία

Το επίπεδο αποτελείται από σηµεία που συµβολίζοµε µε κεφαλαία γράµµατα A, B, Γ, ... ή κεφαλαία

µε τόνους A′, B′, Γ′, ... ή κεφαλαία µε δείκτες A1, A2, ... κ.λπ. Το σηµαντικότερο και ένα από τα

πιο απλά σχήµατα του επιπέδου είναι η ευθεία που συµβολίζουµε µε µικρά γράµµατα ε, ζ , η, ... ή

ε

Σχήµα 1.2.1: Ευθεία ε

γράµµατα µε τόνους ε′, ζ ′, ... ή γράµµατα µε δείκτες ε1, ε2, ... κ.λπ. Για τις ευθείες δεχόµαστε τις

εξής αρχικές ιδιότητες (αξιώµατα).

Αξίωµα 1.2.1 ∆ύο διαφορετικά σηµεία A, B ορίζουν µία ακριβώς ευθεία που συµβολίζοµε µε AB.

A B

Σχήµα 1.2.2: Ευθεία AB

Αξίωµα 1.2.2 Κάθε ευθεία έχει άπειρα σηµεία. Για κάθε ευθεία υπάρχουν άπειρα σηµεία του επιπέδου

που δεν ανήκουν σε αυτήν. Για κάθε σηµείο υπάρχουν άπειρες ευθείες που δεν διέρχονται από αυτό.

Αξίωµα 1.2.3 Κάθε ευθεία χωρίζει το επίπεδο σε δύο µέρη που λέγονται ηµιεπίπεδα, τα οποία δεν

έχουν κοινά σηµεία µε την ευθεία. Μία ευθεία που έχει δύο σηµεία A και B σε διαφορετικά ηµιεπίπεδα

της ευθείας ε τέµνει την ευθεία ε (το πρώτο ϑεώρηµα παρακάτω λέει ότι υπάρχει τότε ένα ακριβώς σηµείο

τοµής της ε µε την ευθεία AB). Συχνά χρησιµοποιούµε τη λέξη µεριά της ευθείας, εννοώντας ένα από

τα δύο ηµιεπίπεδα αυτής.

A B

Σχήµα 1.2.3: Ηµιεπίπεδα οριζόµενα από µία ευθεία
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Αξίωµα 1.2.4 ∆ύο σηµεία A, B µιας ευθείας ε ορίζουν ένα ευθύγραµµο τµήµα που συµβολίζουµε

επίσης µε AB. Το AB αποτελείται από τα A, B καθώς και όλα τα σηµεία που ευρίσκονται µεταξύ του

A και του B. Τα A και B λέγονται άκρα του ευθυγράµµου τµήµατος. Τα σηµεία του ευθυγράµµου

τµήµατος, εκτός των άκρων, λέµε ότι αποτελούν το εσωτερικό του ευθυγράµµου τµήµατος.

A B

Σχήµα 1.2.4: Ευθύγραµµο τµήµα AB

Αξίωµα 1.2.5 Αν τα σηµεία A και B ευρίσκονται στο ίδιο ηµιεπίπεδο της ευθείας ε, τότε και όλα

τα σηµεία του ευθυγράµµου τµήµατος AB περιέχονται στο ίδιο ηµιεπίπεδο. Αν τα σηµεία A και B

ευρίσκονται σε διαφορετικά ηµιεπίπεδα της ευθείας ε, τότε το σηµείο τοµής E της ευθείας ε και της

ευθείας AB ευρίσκεται µεταξύ των A και B.

ε

A

B
E

Σχήµα 1.2.5: A και B σε διαφορετικά ηµιεπίπεδα της ε

Σχόλιο-1 Στο Αξίωµα 1.2.4 η λέξη µεταξύ είναι αόριστη. Θα γίνει σαφής όµως στην επόµενη παρά-

γραφο µε τη ϐοήθεια της έννοιας του µήκους του ευθυγράµµου τµήµατος.

Σχόλιο-2 Η χρήση του ιδίου συµβόλου AB για το ευθύγραµµο τµήµα καθώς και την ευθεία που

ορίζεται από τα A και B δεν πρέπει να µας παραπλανά. Κάθε ϕορά η σηµασία του συµβόλου ϑα

προκύπτει από τα συµφραζόµενα. Συχνά ϑα γράφουµε για την ευθεία ε = AB, ϑεωρώντας ότι αυτό το

σύµβολο αντιπροσωπεύει τη ϕράση η ευθεία ε που ορίζεται από τα σηµεία A και B. Συχνά επίσης

ϑα ϑεωρούµε ότι το ευθύγραµµο τµήµα AB καθορίζει µια κατεύθυνση επί της ευθείας AB και ότι το

A είναι η αρχή και το B είναι το πέρας (ή τέλος) του τµήµατος AB.

A B

A' B'

Σχήµα 1.2.6: Παράλληλες AB και A′B′

Παράλληλες ονοµάζουµε δύο ευθείες που δεν τέµνονται. Συχνά την ευθεία, στην οποία περιέχεται

ένα ευθύγραµµο τµήµα, ονοµάζουµε ϕορέα του ευθυγράµµου τµήµατος. Παράλληλα λέµε δύο

ευθύγραµµα τµήµατα των οποίων οι ϕορείς είναι ευθείες παράλληλες. Τέµνουσατης ευθείας ε λέµε

µία ευθεία ε′, διαφορετική της ε, που τέµνει την ε.

ε

ε'

Α

Σχήµα 1.2.7: Τεµνόµενες ευθείες ε και ε′



1.3. ΜΗΚΟΣ, ΑΠΟΣΤΑΣΗ 5

Πρόταση 1.2.1 ∆ύο διαφορετικές ευθείες ή είναι παράλληλες ή τέµνονται σε ένα ακριβώς σηµείο.

Απόδειξη : Στην Πρόταση 1.13.1 ϑα δούµε ότι υπάρχουν όντως παράλληλες ευθείες. Αν οι δύο ευθείες

ε και ε′ δεν τέµνονται, τότε είναι εξ ορισµού παράλληλες. Αν τέµνονται, τότε ϑα έχουν ένα µόνο κοινό

σηµείο A. Τούτο διότι, αν είχαν και δεύτερο σηµείο τοµής B, διαφορετικό του A, ϑα είχαµε δύο

διαφορετικές ευθείες ε και ε′ διερχόµενες από τα δύο σηµεία A και B, που είναι αδύνατον διότι

αντιφάσκει στο Αξίωµα 1.2.1, ο.ε.δ.

΄Ασκηση 1.2.1 ∆ίδεται ευθεία ε. ∆είξε ότι, αν το ευθύγραµµο τµήµα AB δεν τέµνει την ευθεία ε, τότε τα

σηµεία A και B περιέχονται στο ίδιο ηµιεπίπεδο.

ε
Α

Β

Σχήµα 1.2.8: A, B από την ίδια µεριά της ε

Υπόδειξη : Χρήση της εις άτοπον απαγωγής. Υπόθεσε ότι το AB δεν τέµνει την ε και τα A, B περιέχονται

σε διαφορετικά ηµιεπίπεδα της ε. Τότε, κατά το Αξίωµα 1.2.5, το ευθύγραµµο τµήµα AB ϑα τέµνει

την ε σε ένα σηµείο E, αντιφάσκοντας στην υπόθεση.

΄Ασκηση 1.2.2 ∆είξε ότι για κάθε σηµείο O του επιπέδου υπάρχουν άπειρες ευθείες διερχόµενες από

αυτό.

O

X Y Z
ε

Σχήµα 1.2.9: Απειρία ευθειών δια του O

Υπόδειξη : Θεώρησε µία ευθεία ε που δεν διέρχεται από το O. Κατά το Αξίωµα 1.2.2, υπάρχει µία

τέτοια ευθεία. ΄Ορισε κατόπιν τις ευθείες OX , OY , ... κ.λπ. που διέρχονται από το O και ένα σηµείο

αντίστοιχα X , Y ,..., Z της ε. Και πάλι κατά το Αξίωµα 1.2.2, υπάρχουν άπειρα σηµεία X , Y ,..., Z επί

της ε και κάθε ένα από αυτά ορίζει µια διαφορετική ευθεία που διέρχεται από το O.

1.3 Μήκος, απόσταση

Μίλησα στην αρχή για ορισµούς. Για να τελειώσω, ϑα ήθελα να πω

ότι κάνουµε ένα πολύ συνηθισµένο λάθος, όταν ϑεωρούµε πως δεν

γνωρίζουµε κάτι επειδή δεν είµαστε ικανοί να το ορίσουµε.

Jorge Luis Borges, Η τέχνη του στίχου

Τα αξιώµατα αυτής της παραγράφου συνδέουν τις ευθείες µε τους πραγµατικούς αριθµούς µέσω

της έννοιας της απόστασης δύο σηµείων, αποσαφηνίζουν την έννοια του σηµείου µεταξύ δύο άλλων

σηµείων, καθώς και την έννοια του ευθυγράµµου τµήµατος AB, που αποτελείται από όλα τα σηµεία

µεταξύ των A, B.
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Αξίωµα 1.3.1 Για κάθε Ϲεύγος σηµείων A και B ορίζεται ένας πραγµατικός αριθµός |AB| ≥ 0 που

ονοµάζουµε απόσταση των σηµείων και ικανοποιεί τις ιδιότητες |AB| = |BA| και |AB| = 0 τότε και µόνον,

όταν τα σηµεία αυτά ταυτίζονται.

Α ΒΕ

Σχήµα 1.3.1: |AB| = |AE| + |EB|

∆οθέντων δύο σηµείων A και B, λέµε ότι το σηµείο E ευρίσκεται µεταξύ των ή ανάµεσα στα A και B

(Σχήµα 1.3.1), όταν περιέχεται στην ευθεία των A, B και ισχύει

|AE| + |EB| = |AB|.

Αξίωµα 1.3.2 Για κάθε τριάδα διαφορετικών σηµείων A, B και E της ίδιας ευθείας, ένα εκ των τριών

είναι ανάµεσα στα άλλα δύο. Αν το E είναι µεταξύ των A και B, τότε |AB| = |AE|+ |EB|. Και αντίστροφα,
αν ισχύει αυτή η σχέση, τότε το E είναι µεταξύ των A και B.
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Σχήµα 1.3.2: Σηµεία σε απόσταση δ από το άκρο αντικειµένων ηµιευθειών

Αξίωµα 1.3.3 ΄Ενα σηµείο A ευθείας ε χωρίζει την ευθεία σε δύο µέρη ε′ και ε′′ που έχουν µοναδικό

κοινό σηµείο το A και λέγονται ηµιευθείες µε άκρο ή αρχή το A. Για κάθε ϑετικό αριθµό δ υπάρχει

ένα ακριβώς σηµείο B′ στην ε′ µε |B′A| = δ και ένα ακριβώς σηµείο B′′ στην ε′′ µε |B′′A| = δ. Το A είναι

το µέσον του ευθυγράµµου τµήµατος B′B′′.

Εάν τα σηµεία A, B′ και B′′ περιέχονται στην ίδια ευθεία ε και ε′, ε′′ συµβολίζουν τις ηµιευθείες της

ε µε άκρο το A, λέµε ότι τα B′, B′′ είναι σε διαφορετικές µεριές του A όταν το ένα περιέχεται στην

ε′ και το άλλο στην ε′′ (Σχήµα 1.3.2). Λέµε ότι τα B′ και B′′ είναι από την ίδια µεριά του A όταν

περιέχονται και τα δύο σε µία από τις ε′ και ε′′.

Μήκος του ευθυγράµµου τµήµατος AB ονοµάζουµε την απόσταση |AB| των άκρων του. Λέµε ότι

δύο ευθύγραµµα τµήµατα AB και Γ∆ της ίδιας ευθείας ή διαφορετικών ευθειών είναι ίσα όταν έχουν

το ίδιο µήκος.

Οι δύο ηµιευθείες που ορίζονται από το σηµείο A επί της ευθείας ε λέγονται αντικείµενες. Πα-

ϱάλληλες ονοµάζουµε δύο ηµιευθείες που περιέχονται σε παράλληλες ευθείες.

Σχόλιο Το Αξίωµα 1.3.3 των ευθειών σηµαίνει ότι µπορούµε να κατασκευάσουµε ευθύγραµµο τµήµα

οποιουδήποτε µήκους ϑέλουµε. Η πρακτική κατασκευή λ.χ. περιοριζόµενοι µόνο στα δύο όργανα

σχεδίασης του κανόνα (χάρακα) και του διαβήτη, όπως συνηθίζεται, είναι ένα άλλο ϑέµα που ϑα µας

απασχολήσει κατά καιρούς. Π.χ. η κατασκευή του µέσου M ενός δοθέντος ευθυγράµµου τµήµατος

AB µε τη ϐοήθεια του κανόνα και του διαβήτη απαιτεί γνώση των ιδιοτήτων του κύκλου που δεν

έχουµε µάθει ακόµη. Ωστόσο η απόδειξη της ύπαρξης του M ϐάσει των παραπάνω ιδιοτήτων είναι

απλή.

΄Ασκηση 1.3.1 ΄Εστω ότι B και E είναι δύο σηµεία στην ίδια ηµιευθεία AX µε άκρο το A. ∆είξε ότι η

|AE| > |AB| συνεπάγεται ότι το B είναι µεταξύ των A και E. Και αντίστροφα, αν το B είναι ανάµεσα στο

A και το E, τότε ισχύει η προηγούµενη σχέση.
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Σχήµα 1.3.3: Το B ανάµεσα στο A και το E

Υπόδειξη : ΄Εστω ότι το B δεν είναι µεταξύ των A και E. Τότε ή το B ϑα ταυτίζεται µε το E και συνεπώς,

|AB| = |AE|, που είναι άτοπο, ή το E ϑα είναι µεταξύ των A και B οπότε, κατά το Αξίωµα 1.3.2, ϑα

ισχύει |AE| + |EB| = |AB|. Αυτό όµως συνεπάγεται ότι |AB| > |AE|, αντίθετα µε την υπόθεση.

΄Ασκηση 1.3.2 (∆ιπλασιασµός ευθυγράµµου τµήµατος) ∆ίδεται ευθύγραµµο τµήµα AB. ∆είξε ότι στην

ευθεία AB υπάρχουν δύο σηµεία E και Z έτσι ώστε το B να είναι το µέσον του AE και το A να είναι το

µέσον του ZB.

Α Β ΕΖ

Σχήµα 1.3.4: ∆ιπλασιασµός του AB

Υπόδειξη : Πάρε το E επί της ηµιευθείας µε άκρο το B που δεν περιέχει το A και σε απόσταση |AB|
από το B. Ανάλογα πράξε για το Z .

΄Ασκηση 1.3.3 ∆είξε ότι, για κάθε ευθύγραµµο τµήµα AB, υπάρχει ένα ακριβώς σηµείο M (το µέσον

του AB) έτσι ώστε |AM | = |MB|.
Υπόδειξη : Αν |AB| = λ, τότε το σηµείο M σε απόσταση λ/2 από το A προς τη µεριά του B, που

εξασφαλίζεται από το Αξίωµα 1.3.3, είναι το Ϲητούµενο.

΄Ασκηση 1.3.4 ∆είξε ότι, αν δύο σηµεία A και B είναι από την ίδια µεριά ευθείας ε, τότε το ευθύγραµµο

τµήµα AB δεν τέµνει την ε.

Υπόδειξη : Αν το AB έτεµνε την ε, τότε το σηµείο τοµής Γ ϑα ήταν διαφορετικό των A και B, άρα ϑα

ήταν µεταξύ αυτών και ϑα είχαµε αντίφαση στο Αξίωµα 1.2.5.

΄Ασκηση 1.3.5 ∆είξε ότι µία ευθεία ε′ είναι παράλληλος της ε τότε και µόνον, όταν ένα εκ των δύο

ηµιεπιπέδων της ε περιέχει κάθε Ϲεύγος διαφορετικών σηµείων της ε′.

Υπόδειξη : Αν υπάρχουν δύο σηµεία A και B της ε′ περιεχόµενα σε διαφορετικά ηµιεπίπεδα της ε,

τότε κατά το Αξίωµα 1.2.5, η ε′ ϑα τέµνει την ε. Αντίστροφα, αν ένα από τα δύο ηµιεπίπεδα της ε

περιέχει όλα τα δυνατά Ϲεύγη σηµείων της ε′, τότε αυτή δεν µπορεί να τέµνει την ε. Αν την έτεµνε στο

σηµείο A, τότε το A ϑα όριζε δύο αντικείµενες ηµιευθείες επί της ε′ και επιλέγοντας από ένα σηµείο

σε κάθε ηµιευθεία ϑα ϐρίσκαµε δύο σηµεία της ε′ σε διαφορετικά ηµιεπίπεδα της ε.

΄Ασκηση 1.3.6 ∆είξε ότι τα σηµεία B και Γ της ευθείας ε είναι από την ίδια µεριά του σηµείου A της ε,

τότε και µόνον, όταν |BΓ| = ||AB| − |AΓ||.
Υπόδειξη : Αν τα B,Γ είναι στην ίδια ηµιευθεία του A, τότε ή το B ϑα είναι µεταξύ του A και Γ, οπότε

|AΓ| = |AB| + |BΓ|, ή το Γ ϑα είναι µεταξύ των A και B, οπότε |AB| = |AΓ| + |ΓB|. Συνεπώς, και στις

δύο περιπτώσεις |BΓ| = ||AB| − |AΓ||, δηλαδή το Ϲητούµενο. Παρόµοιος συλλογισµός αποδεικνύει και

το αντίστροφο.

΄Ασκηση 1.3.7 ΄Εστω M το µέσον του ευθυγράµµου τµήµατος AB. ∆είξε ότι, αν το σηµείο mg είναι στο

εσωτερικό του AB, τότε η απόσταση |ΓM | = 1
2
||ΓA| − |ΓB||. Εάν το Γ είναι στην ευθεία AB αλλά εκτός

του τµήµατος AB, τότε |ΓM | = 1
2
(|ΓA| + |ΓB|).
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1.4 Γωνίες

Είπε ο ∆ιδάσκαλος: ΄Οποιος δεν ϕλέγεται απ᾿ το Ϲήλο, δεν τον ϕωτίζω. ΄Οποιος δεν

πάσχει να εκφραστεί, δεν τον κατατοπίζω. Αν σε κάποιον αποκαλύψω τη µία γωνία

και δεν µου επιστρέψει µε τις άλλες τρεις, δεν του επαναλαµβάνω το µάθηµα.

Κοµφούκιος, Ανάλεκτα 7.8

∆ύο ηµιευθείες OX , OY µε κοινό άκρο O και µη-περιεχόµενες στην ίδια ευθεία, χωρίζουν το επίπεδο

σε δύο µέρη και ορίζουν µία κυρτή γωνία ή απλά γωνία και µία µη-κυρτή γωνία. Κυρτή γωνία

XO

Y

P
O

Y

X
Γωνία

Μη-κυρτή γωνία

(Ι) (ΙΙ)

Σχήµα 1.4.1: Γωνία ‘XOY Μη-κυρτή γωνία ‘XOY
ή απλά γωνία λέγεται το σχήµα που συµβολίζουµε µε ‘XOY και αποτελείται από τις δύο ηµιευθείες

OX και OY µαζί µε το ένα από τα δύο µέρη του επιπέδου που λέγεται εσωτερικό της γωνίας. Το

εσωτερικό της γωνίας (Σχήµα 1.4.1-Ι) είναι το µέρος του επιπέδου που αποτελείται από τα σηµεία

P που ικανοποιούν τις δύο ιδιότητες :

1. το P και η ηµιευθεία OY είναι από την ίδια µεριά της ευθείας OX ,

2. το P και η ηµιευθεία OX είναι από την ίδια µεριά της ευθείας OY .

Το σηµείο O λέγεται κορυφή της γωνίας. Οι ηµιευθείες OX , OY λέγονται πλευρές της γωνίας .

Μη-κυρτή γωνία λέγεται το σχήµα που ορίζεται πάλι από τις ηµιευθείες OX και OY και συνίσταται

από το υπόλοιπο µέρος του επιπέδου εκτός του εσωτερικού της γωνίας ‘XOY και των ηµιευθειών που

την ορίζουν (Σχήµα 1.4.1-ΙΙ). Το υπόλοιπο αυτό µέρος του επιπέδου ονοµάζουµε εσωτερικό της

µη-κυρτής γωνίας ‘XOY , ή εξωτερικό της κυρτής γωνίας ‘XOY .

Συχνά ϑα µιλάµε για γωνίες χωρίς να κάνουµε διάκριση για το αν είναι κυρτή ή µη-κυρτή. Το ακριβές

νόηµα, δηλαδή αν πρόκειται για κυρτή ή µη-κυρτή, ϑα προκύπτει τότε από τα συµφραζόµενα. Στην

περίπτωση που οι δύο ηµιευθείες περιέχονται στην ίδια ευθεία ορίζουµε τις επόµενες ειδικές γωνίες.

180° O X Y
O

X

Σχήµα 1.4.2: Πεπλατυσµένη γωνία Μηδενική γωνία

Πεπλατυσµένη γωνία ή ευθεία γωνία ονοµάζουµε το σχήµα που αποτελείται από δύο αντικείµε-

νες ηµιευθείες. Οποιοδήποτε από τα δύο ηµιεπίπεδα που ορίζει η ευθεία OX µπορεί να ϑεωρηθεί

εσωτερικό ή εξωτερικό της πεπλατυσµένης γωνίας.

Μηδενική γωνία ονοµάζουµε το σχήµα που αποτελείται από δύο ταυτιζόµενες ηµιευθείες OX και

OY . Θεωρούµε ότι η γωνία αυτή δεν έχει εσωτερικό, ενώ ολόκληρο το επίπεδο πλην της OX ϑεωρείται

το εξωτερικό αυτής της γωνίας.

Πλήρη στροφή ή πλήρη γωνία ονοµάζουµε το σχήµα που αποτελείται από δύο ταυτιζόµενες

ηµιευθείες OX και OY (Σχήµα 1.4.3). Εδώ ως εσωτερικό της γωνίας ϑεωρούµε ολόκληρο το επίπεδο

πλην της OX , ενώ δεν υπάρχει εξωτερικό.

Οι ϐασικές ιδιότητες (αξιώµατα) των γωνιών είναι οι εξής :
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Σχήµα 1.4.3: Πλήρης στροφή

Αξίωµα 1.4.1 Για κάθε γωνία (κυρτή ή µή) ‘XOY ορίζεται ένας αριθµός |‘XOY | = |‘YOX | ≥ 0 που λέγεται

µέτρο της γωνίας σε µοίρες . Ισχύει |‘XOY | = 0 τότε και µόνον όταν η γωνία είναι η µηδενική.
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Σχήµα 1.4.4: ΄Ισες γωνίες εκατέρωθεν της OX |‘XOY | = |‘XOP | + |‘POY |
Αξίωµα 1.4.2 Για κάθε αριθµό ω µε 0 < ω < 180◦ υπάρχουν δύο ακριβώς ηµιευθείες OA, OB στις δύο

πλευρές της ευθείας OX έτσι ώστε οι γωνίες ‘XOA και ‘XOB να ικανοποιούν |‘XOA| = |‘XOB| = ω (Σχήµα

1.4.4-Ι). Η πεπλατυσµένη γωνία έχει µέτρο 180 µοίρες.

Εκ παραδόσεως το µέτρο ω σε µοίρες συµβολίζεται µε ω◦. ΄Ετσι γωνία 30◦ σηµαίνει γωνία 30 µοιρών.

Το 1/60-οστό της µοίρας λέγεται πρώτο της µοίρας ή λεπτό και συµβολίζεται µε ένα τόνο. Το

1/60-οστό του λεπτού λέγεται δεύτερο της µοίρας και συµβολίζεται µε δύο τόνους. ΄Ετσι, 30◦23′11′′
συµβολίζει το µέτρο που ισούται µε 30 + 23

60
+ 11

3600
µοίρες.

∆ύο γωνίες ‘ABΓ και ÷A′B′Γ′ λέγονται ίσες, τότε και µόνον, όταν τα µέτρα τους είναι ίσα: |‘ABΓ| =
|÷A′B′Γ′|.
Σχόλιο-1 Συχνά, στα επόµενα, ϑα παραλείπουµε τις απόλυτες τιµές και για δύο ίσες γωνίες ϑα

γράφουµε απλά ‘ABΓ =÷A′B′Γ′, αντί για |‘ABΓ| = |÷A′B′Γ′|.
Αξίωµα 1.4.3 Για κάθε σηµείο P στο εσωτερικό της γωνίας ‘XOY (κυρτής ή µη-κυρτής), τα µέτρα των

γωνιών ‘XOY , ‘XOP και ‘POY ικανοποιούν τη ‘XOY =‘XOP +‘POY. Σε κάθε τέτοια περίπτωση λέµε ότι η

γωνία ‘XOY είναι το άθροισµα των γωνιών ‘XOP και ‘POY. Συχνά για να δηλώσουµε µια τέτοια σχέση

ϑα παραλείπουµε τα απόλυτα και ϑα γράφουµε ‘XOY =‘XOP +‘POY.
∆ύο γωνίες, που έχουν κοινή κορυφή και µία πλευρά επίσης κοινή και µή τεµνόµενα αντίστοιχα

εσωτερικά (όπως οι ‘XOP και ‘POY του σχήµατος 1.4.4), λέγονται εφεξής. Χωρίζοντας µία µη-κυρτή

γωνία σε δύο µέρη, µέσω ενός σηµείου στο εσωτερικό της, και χρησιµοποιώντας το προηγούµενο

αξίωµα, ϐλέπουµε ότι οι µη-κυρτές γωνίες έχουν µέτρο ω > 180◦. Το αξίωµα εξασφαλίζει επίσης την

ύπαρξη της διχοτόµου, που είναι ηµιευθεία διερχόµενη από την κορυφή της γωνίας και τη χωρίζει

σε δύο ίσες (εφεξής) γωνίες.

΄Ασκηση 1.4.1 (΄Υπαρξη ∆ιχοτόµου) ∆είξε ότι για κάθε γωνία ‘XOY υπάρχει µία ακριβώς ηµιευθεία OZ

στο εσωτερικό της που τη χωρίζει σε δύο ίσες γωνίες ‘XOZ, ‘ZOY µε |‘XOZ | = |‘ZOY | = |‘XOY |/2.

Γωνία δύο ευθυγράµµων τµηµάτων AB και AΓ, που έχουν κοινό άκρο το σηµείο A, λέµε τη γωνία

που σχηµατίζεται από τις αντίστοιχες ηµιευθείες AB και AΓ (Σχήµα 1.4.5-Ι).
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Σχήµα 1.4.5: Γωνία τµηµάτων AB και AΓ ΄Αθροισµα ίσων γωνιών

΄Ασκηση 1.4.2 Βρες τη διχοτόµο µιας πεπλατυσµένης γωνίας ‘XOY. ∆είξε ότι το µέτρο µιας πλήρους

στροφής είναι 360 µοίρες.

΄Ασκηση 1.4.3 Ξεκινώντας από γωνία ‘AOB µέτρου ω, κατασκευάζουµε ίσες µε αυτήν εφεξής προς το

ίδιο µέρος ‘BOΓ, ‘ΓO∆, κ.λπ. Για ποια µέτρα ω η διαδικασία αυτή µετά από ν ϐήµατα ορίζει γωνία ‘AOΩ,
της οποίας η πλευρά OΩ συµπίπτει µε την αρχική OA (Σχήµα 1.4.5-ΙΙ);

΄Ασκηση 1.4.4 ΄Εστω γωνία ‘XOY µε µέτρο |‘XOY | = α και P σηµείο στο εσωτερικό της γωνίας. ∆είξε

ότι |‘XOP | < α. Αντίστροφα δείξε ότι για κάθε ϑετικό ' < α υπάρχει σηµείο P εσωτερικό της γωνίας έτσι

ώστε |‘XOP | = '. ∆είξε ακόµη ότι όλα αυτά τα σηµεία P περιέχονται σε ηµιευθεία µε άκρο το O.

΄Ασκηση 1.4.5 ΄Εστω ότι τα σηµεία A και B περιέχονται στο εσωτερικό της κυρτής γωνίας ‘XOY. ∆είξε
ότι και κάθε σηµείο του ευθυγράµµου τµήµατος AB περιέχεται στο εσωτερικό της γωνίας ‘XOY . ∆είξε ότι
η ανάλογη ιδιότητα δεν ισχύει για µη-κυρτές γωνίες.
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Σχήµα 1.4.6: Σηµεία στο εσωτερικό γωνίας ‘XOY
΄Ασκηση 1.4.6 ∆ίδεται κυρτή γωνία ‘XOY και σηµείο P επί της αντικείµενης ηµιευθείας OX ′ της OX,
καθώς και σηµείο Z της ηµιευθείας OY. ∆είξε ότι κάθε σηµείο H της ηµιευθείας PZ ευρισκόµενο εκτός

του ευθυγράµµου τµήµατος PZ περιέχεται στο εσωτερικό της γωνίας ‘XOY .
Υπόδειξη : Εκ κατασκευής το H περιέχεται στην µεριά της ευθείας OY στην οποία περιέχεται και η

OX . Επίσης τα Z,H περιέχονται από την ίδια µεριά της ευθείας OX διότι το σηµείο τοµής P της ZH

µε την OX είναι εκτός του ευθυγράµµου τµήµατος ZH .

Σχόλιο-2 Το Αξίωµα 1.4.2 των γωνιών σηµαίνει ότι µπορούµε να κατασκευάσουµε οποιαδήποτε

γωνία ϑέλουµε και από τις δύο µεριές µιας ηµιευθείας. ΄Οπως όµως και για ευθύγραµµα τµήµατα

έτσι και για γωνίες, η πρακτική κατασκευή συγκεκριµένης γωνίας µε τη ϐοήθεια του κανόνα και του

διαβήτη, όταν αυτό είναι εφικτό, όπως λ.χ. η γωνία 60 µοιρών, είναι ένα διαφορετικό Ϲήτηµα και ϑα

χρειαστούν και πάλι ιδιότητες του κύκλου για να µπορέσουµε να δικαιολογήσουµε την κατασκευή.

Σχόλιο-3 Αξίζει τον κόπο να παρατηρήσει κανείς ορισµένες κοινές ιδιότητες µεταξύ γωνιών και ευθυ-

γράµµων τµηµάτων, ιδιαίτερα όσον αφορά τις έννοιες µεταξύ, διαδοχικές και µέτρο. Το σχήµα 1.4.7
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α

ε
ΔΓΒ

Ο

Α

β γ

Σχήµα 1.4.7: Αντιστοίχιση ευθυγράµµων τµηµάτων - γωνιών

δείχνει πόσο ϕυσιολογική είναι αυτή η συσχέτιση. Από ένα σταθερό σηµείο O εκτός της σταθερής

ευθείας ε και για κάθε ευθύγραµµο τµήµα AB αυτής κατασκευάζεται η γωνία ‘AOB. Μέσω αυτής της

αντιστοίχισης ευθυγράµµων τµηµάτων - γωνιών οι έννοιες που ανέφερα µεταφέρονται από την ευθεία

στις γωνίες µε κορυφή το O. ΄Ετσι το AΓ είναι το άθροισµα των AB και BΓ και η αντίστοιχη γωνία‘AOΓ είναι το άθροισµα των ‘AOB και ‘BOΓ. Το B είναι µεταξύ των A και Γ και ανάλογα η OB είναι

µεταξύ των OA και OΓ, σε δύο διαδοχικά ευθύγραµµα τµήµατα αντιστοιχούν εφεξής γωνίες κ.ο.κ.

Με την ευκαιρία του σχήµατος 1.4.7 µπορούµε να ϑέσουµε αµέσως δύο προβλήµατα, τα οποία,

όµως, για να λύσουµε ϑα πρέπει πρώτα να µάθουµε να χειριζόµαστε κάποια εργαλεία (δες για τη

λύση τους τις ΄Ασκησεις 3.9.7 και 3.8.10).

Πρόβληµα 1.4.1 Υπόθεσε ότι στο σχήµα 1.4.7 η γωνία ‘AOB έχει σταθερό µέτρο |‘AOB| = α και περι-

στρέφεται περί το O. Για ποια ϑέση της γίνεται το µήκος του αντιστοίχου ευθυγράµµου τµήµατος AB

ελάχιστο ;

Πρόβληµα 1.4.2 Υπόθεσε ότι στο σχήµα 1.4.7 το τµήµα AB γλιστρά πάνω στην ευθεία ε χωρίς να

αλλάζει το µήκος του. Για ποια ϑέση του AB γίνεται η αντίστοιχη γωνία ‘AOB µέγιστη ;

1.5 Γωνιών είδη

Νόµοι, στην πιο πλατιά σηµασία, είναι οι αναγκαίες σχέσεις που πηγάζουν από τη ϕύση

των πραγµάτων και, µε την έννοια αυτή, όλα τα όντα έχουν τους νόµους τους.

Montesquieu, Το πνεύµα των νόµων, 1748

∆ύο τεµνόµενες στο σηµείο O ευθείες OX και OY ορίζουν τέσσερις γωνίες. Οι γωνίες αυτές ανά

δύο σχηµατίζουν Ϲεύγη κατά κορυφήν γωνιών, δηλαδή γωνιών εκ των οποίων έκαστη έχει ως πλευ-

O
X

YX'

Y'
ω4

ω3

ω2
ω1

Σχήµα 1.5.1: Γωνίες δύο ευθειών

ϱές τις προεκτάσεις της άλλης (Σχήµα 1.5.1). Για τις δύο πεπλατυσµένες ’XOX ′ και ’YOY ′ έχουµε

180◦ = |’XOX ′| = |‘XOY | + |’YOX ′|. Επίσης 180◦ = |’YOY ′| = |‘YOX | + |’XOY ′|. Επειδή |‘XOY | = |‘YOX |
συµπεραίνουµε ότι οι κατά κορυφήν γωνίες ’YOX ′ και ’XOY ′ είναι ίσες. Ανάλογα δείχνουµε και ότι οι‘XOY και ÷X ′OY ′ είναι ίσες. Αποδείξαµε συνεπώς την :
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Πρόταση 1.5.1 Κατά κορυφήν γωνίες είναι ίσες.

∆ύο γωνίες που έχουν άθροισµα µέτρων 180◦ λέγονται παραπληρωµατικές. Στο προηγούµενο σχή-

µα κάθε Ϲεύγος διαδοχικών γωνιών αποτελείται από παραπληρωµατικές γωνίες. Ορθή λέγεται µία

γωνία πού έχει µέτρο 90◦. Προφανώς µία ορθή είναι ίση µε την παραπληρωµατική της. Προεκτείνο-

ντας τις πλευρές µίας ορθής γωνίας στο σηµείο O, δηλαδή ϑεωρώντας και τις αντικείµενες ηµιευθείες

των πλευρών, ορίζουµε τέσσερις ορθές γωνίες γύρω από το σηµείο αυτό, που ανά δύο είναι ή κατά

κορυφήν ή παραπληρωµατικές.

Ο

Σχήµα 1.5.2: Κάθετες ευθείες

΄Ετσι δύο ευθείες που τέµνονται στο σηµείο O και σχηµατίζουν µία (από τις τέσσερις) γωνίες ορθή ϑα

σχηµατίζουν και τις υπόλοιπες ορθές. ∆ύο τέτοιες ευθείες λέγονται κάθετες. Οξεία λέγεται µία γωνία

οξεία αμβλεία
ΧΟ

Υ

Χ
Ο

Υ

Σχήµα 1.5.3: Οξεία και αµβλεία γωνία

‘XOY της οποίας το µέτρο |‘XOY | < 90◦. Αµβλεία λέγεται µία γωνία της οποίας το µέτρο |‘XOY | > 90◦.
Προφανώς αν µία γωνία είναι οξεία τότε η παραπληρωµατική της ϑα είναι αµβλεία και τούµπαλιν.

Λέµε ότι η γωνία α είναι µεγαλύτερη/µικρότερη της γωνίας ' αν ισχύει κάτι ανάλογο για τα µέτρα

τους : |α| < |'| (αντίστοιχα |α| > |'|). Προφανώς κάθε αµβλεία είναι µεγαλύτερη της ορθής που µε

τη σειρά της είναι µεγαλύτερη κάθε οξείας. Συµπληρωµατικές λέγονται δύο γωνίες των οποίων τα

Ο
Υ''Υ'

ΧΧ'
Υ

αβ
αβ

Χ

Υ

Χ'

ΧΥ

Χ'(Ι) (ΙΙ) (ΙΙΙ)

ΟΟ

Σχήµα 1.5.4: Παραπληρωµατικές, Συµπληρωµατικές, Γωνίες µε κάθετες πλευρές

µέτρα α, ' έχουν άθροισµα α + ' = 90◦ (Σχήµα 1.5.4-ΙΙ). Προφανώς συµπληρωµατικές γωνίες είναι

οξείες και οι δύο.

΄Ενα σηµείο X ′ στο εσωτερικό µιας ορθής γωνίας ‘XOY ορίζει δύο συµπληρωµατικές γωνίες α =’XOX ′, ' =’X ′OY .

Πρόταση 1.5.2 ∆ύο γωνίες’XOX ′ και’YOY ′ που έχουν τις πλευρές τους αντίστοιχα κάθετες είναι ή ίσες
ή παραπληρωµατικές (Σχήµα 1.5.4-ΙΙΙ).

Απόδειξη : Εάν οι OY και OY ′ είναι προς το ίδιο µέρος της OX ′ τότε οι γωνίες α =’XOX ′ και α′ =’YOY ′
είναι ίσες ως έχουσες κοινή συµπληρωµατική γωνία '. Εάν οι OY και OY ′′ είναι σε διαφορετικά

µέρη της OX ′ τότε η αντικείµενη ηµιευθεία OY ′ της OY ′′ σχηµατίζει παραπληρωµατική της γωνίας
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α′ = ’YOY ′′ και είναι από το ίδιο µέρος της OX ′ µε την OY , άρα κατά το προηγηθέν 180◦ − α′ = α,

ο.ε.δ.

΄Ασκηση 1.5.1 ∆είξε ότι από σηµείο A ευθείας ε διέρχεται µία ακριβώς ευθεία ζ κάθετος στην ε.

ε

ζ

Α

Σχήµα 1.5.5: Κάθετος ζ της ε

Απόδειξη : ΄Αµεση συνέπεια του Αξιώµατος 1.4.2, κατά το οποίο υπάρχει µία ακριβώς γωνία 90 µοιρών

µε κορυφή στο A, µία πλευρά ταυτιζόµενη µε την ε και περιεχόµενη σε ένα από τα δύο ηµιεπίπεδα

της ε, ο.ε.δ.

1.6 Τρίγωνα

Καθαρογραµµένα µες στα ϕρούτα : ο κύκλος, το τετράγωνο

Το τρίγωνο και ο ϱόµβος

΄Οπως τα ϐλέπουν τα πουλιά, να γίνει απλός ο κόσµος

΄Ενα σχέδιο Πικασσό

Με γυναίκα, παιδάκι και ιπποκένταυρο.

Οδυσσέας Ελύτης, Τα ετεροθαλή

Το τρίγωνο, µετά την ευθεία και τη γωνία, είναι το απλούστερο σχήµα του επιπέδου. Παρά την απλό-

τητά του έχει άπειρες ιδιότητες και αποτελεί αντικείµενο µελέτης γνωστών και άγνωστων Μαθηµατικών

όλων των εποχών. Τα µέχρι τώρα συµπεράσµατα είναι τόσα πολλά, που συγκροτούν ειδικό κλάδο της

γεωµετρίας, τη λεγόµενη Γεωµετρία του τριγώνου ([Καπ96], [Gal13], [Lal52], [Yiu13]).

Τρίγωνο λέγεται το σχήµα που ορίζεται από τρία σηµεία A, B και Γ, µη περιεχόµενα σε µία και

µόνον ευθεία, καθώς και τα ευθύγραµµα τµήµατα που τα ενώνουν. Τα τρία αυτά σηµεία λέγονται

A

B Γ
β γ

α

a

bc

A

B Γ

Χ

Υ

Ζ
Ω

(Ι) (ΙΙ)

Σχήµα 1.6.1: Τρίγωνο Εσωτερικό και εξωτερικό τριγώνου

κορυφές του τριγώνου. Τα ευθύγραµµα τµήµατα που ορίζονται από δύο κορυφές του τριγώνου

λέγονται πλευρές του τριγώνου. Γωνίες του τριγώνου ονοµάζουµε τις (κυρτές) γωνίες που σχη-

µατίζονται σε κάθε κορυφή του από τις πλευρές του τριγώνου µε αρχή αυτήν την κορυφή. τα µήκη

των πλευρών παριστάνονται συνήθως µε τα λατινικά γράµµατα

a = |BΓ|, b = |ΓA|, c = |AB|
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και τα µέτρα των γωνιών του τριγώνου µε τα µικρά Ελληνικά

α = |‘BAΓ|, ' = |‘ΓBA|, γ = |‘AΓB| ή απλά µε α = Â, ' = B̂, γ = Γ̂.

Τους συµβολισµούς αυτούς ϑα χρησιµοποιώ συχνά και στα επόµενα κεφάλαια.

Λέµε ότι οι γωνίες ‘ABΓ, ‘BΓA, ‘ΓAB είναι αντίστοιχα απέναντι των πλευρών AΓ, BA και ΓB. Το

άθροισµα των µηκών των πλευρών

σ = a + b + c,

λέγεται περίµετρος του τριγώνου. Το τ = σ/2 ονοµάζουµε ηµιπερίµετρο του τριγώνου

΄Ενα τρίγωνο λέγεται : (1) οξυγώνιο, (2) αµβλυγώνιο, (3) σκαληνό, όταν αντίστοιχα, (1) έχει όλες

τις γωνίες του οξείες, (2) έχει µία γωνία αµβλεία, (3) έχει πλευρές µε διαφορετικά µήκη.

∆ύο τρίγωνα ABΓ και A′B′Γ′ λέµε ότι είναι ίσα, όταν έχουν ίσες αντίστοιχες πλευρές (a = a′,
b = b′, c = c′) και αντίστοιχα ίσες γωνίες (α = α′, ' = '′, γ = γ′).
Οι ϐασικές ιδιότητες (αξιώµατα) του τριγώνου είναι οι εξής :

Αξίωµα 1.6.1 Κάθε τρίγωνο χωρίζει το επίπεδο σε δύο µέρη το εσωτερικό και εξωτερικό (Σχήµα

1.6.1-ΙΙ). ∆ύο σηµεία X και Y , περιεχόµενα στο εσωτερικό του τριγώνου, ορίζουν ευθύγραµµο τµήµα XY

που περιέχεται εξ ολοκλήρου στο εσωτερικό του τριγώνου. ∆ύο σηµεία X και Z, περιεχόµενα το ένα στο

εσωτερικό και το άλλο στο εξωτερικό του, ορίζουν ευθύγραµµο τµήµα XZ το οποίο ή περιέχει κορυφή

του τριγώνου ή τέµνει µία ακριβώς πλευρά του τριγώνου σε εσωτερικό της πλευράς σηµείο Ω.

B

A

Γ'

Γ

B'

A'

Σχήµα 1.6.2: Τρίγωνα µε αντίστοιχες πλευρές ίσες

Αξίωµα 1.6.2 (Ισότητας δύο τριγώνων) ∆ύο τρίγωνα ABΓ και A′B′Γ′ που έχουν αντίστοιχες πλευρές

ίσες (|AB| = |A′B′|, |BΓ| = |B′Γ′|, |ΓA| = |Γ′A′|) είναι ίσα. ∆ηλαδή έχουν και τις αντίστοιχες γωνίες ίσες.
Μάλιστα απέναντι από αντίστοιχα ίσες πλευρές ϑα ευρίσκονται ίσες γωνίες (Σχήµα 1.6.2).

A

B Γ

X
Y

ε

A

B Γ

Δ

EZΧ

(Ι) (ΙΙ)

Σχήµα 1.6.3: Αξίωµα του Pasch Τοµή απέναντι πλευράς

Αξίωµα 1.6.3 (Του Pasch (1843-1940)) Αν µία ευθεία ε τέµνει µία πλευρά AB του τριγώνου και δεν

διέρχεται από µία κορυφή του, τότε ϑα τέµνει και µία από τις άλλες πλευρές (Σχήµα 1.6.3-Ι).

Σχόλιο-1 Το αξίωµα για το εσωτερικό και εξωτερικό του τριγώνου είναι µια από τις περιπτώσεις που

ανέφερα στην αρχή του κεφαλαίου. Συνάγεται από τα υπόλοιπα αξιώµατα, συνεπώς ϑα µπορούσε να

αποδειχθεί ως ϑεώρηµα. Η απόδειξη ωστόσο περιέχει λεπτοµέρειες στις οποίες δεν κρίνω σκόπιµο να
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εµπλακεί ο µαθητής. ΄Ετσι το ϐάζω εδώ ως αξίωµα.

Το τελευταίο Αξίωµα 1.6.3 ϕαίνεται αυτονόητο, ωστόσο η ιδιότητα που εκφράζει δεν συνάγεται α-

πό τα προηγούµενα αξιώµατα. Η χρησιµότητά του ϕαίνεται και από την επόµενη πρόταση καθώς και

την άσκηση που ακολουθεί. Οι δύο αυτές προτάσεις παρατίθενται απλώς για να δώσουν µια γεύση

των λεπτοµερειών που πρέπει να προσέξει κανείς, αν ϑέλει να αποδείξει όλους τους ισχυρισµούς του

ϐάσει των αξιωµάτων. ΄Ενα πλήθος παρόµοιων «αυτονόητων» προτάσεων µπορεί να δει κανείς στα

[Efi80, σ.42-84], [Bel07].

Πρόταση 1.6.1 Εάν το ∆ είναι ένα εσωτερικό σηµείο του τριγώνου, τότε η A∆ τέµνει την απέναντι

πλευρά BΓ του τριγώνου (Σχήµα 1.6.3-ΙΙ).

Απόδειξη : Πάρε σηµείο E στο ευθύγραµµο τµήµα A∆. Θεώρησε κατόπιν το τρίγωνο AB∆ και την

τέµνουσα ΓE. Κατά το Αξίωµα 1.6.3 η ευθεία ΓE ϑα συναντά και µία δεύτερη πλευρά του τριγώνου

AB∆. Επειδή η πλευρά B∆ αυτού του τριγώνου είναι εκτός της γωνίας ‘XΓA, η ΓE ϑα συναντά την AB

σε ένα σηµείο Z . Θεώρησε τότε το τρίγωνο BΓZ και την ευθεία AE που συναντά την πλευρά του ΓZ .

Κατά το 1.6.3 η AE ϑα συναντά και µία άλλη πλευρά του τριγώνου που δεν µπορεί να είναι η BZ ,

διότι τότε η AE ϑα συνέπιπτε µε τη BZ . ΄Αρα η AE, που είναι η ίδια µε την ευθεία A∆, ϑα συναντά την

πλευρά BΓ του τριγώνου BΓZ , που είναι και πλευρά του τριγώνου ABΓ, ο.ε.δ.

΄Ασκηση 1.6.1 ∆ίδεται ευθεία ε. ∆είξε ότι η σχέση µεταξύ δύο σηµείων A και B: {τα A και B περιέχονται

στο ίδιο ηµιεπίπεδο της ε} είναι µεταβατική. ∆ηλαδή αν τα A και B είναι στο ίδιο ηµιεπίπεδο και τα B

και Γ είναι επίσης στο ίδιο ηµιεπίπεδο τότε και τα A και Γ είναι στο ίδιο ηµιεπίπεδο.

Α Β

Γ

ε
Ε Ζ

Σχήµα 1.6.4: Το νόηµα του αξιώµατος 1.6.3

Υπόδειξη : Υπόθεσε ότι τα A, B είναι στο ίδιο ηµιεπίπεδο και ότι τα B, Γ επίσης στο ίδιο ηµιεπίπεδο

όµως ότι τα A, Γ δεν είναι. Τότε (Αξίωµα 1.2.5) υπάρχει σηµείο E της ευθείας ε επί του AΓ και µεταξύ

των A και Γ. Με άλλα λόγια η ε τέµνει την AΓ. Επειδή η ε δεν περιέχει τα A, B, Γ και τέµνει τη µία

πλευρά του τριγώνου (AΓ), ϑα τέµνει κατά το Αξίωµα 1.6.3 και µία από τις άλλες δύο. Αν τέµνει τη

BΓ σε σηµείο Z , έχουµε άτοπο διότι τότε τα B, Γ ϑα είναι σε διαφορετικές πλευρές της ε. Αν τέµνει

την AB, ϑα έχουµε ανάλογο άτοπο. ΄Αρα η AΓ δεν µπορεί να τέµνει την ε.

ΓB Δ

A

M

Χ

Υ

εξ. δ
ιχοτό

μος

διχοτόμοςύψ
ος

διάμεσος

Σχήµα 1.6.5: ∆ιάµεσος, ∆ιχοτόµος, ΄Υψος

∆ιάµεσος του τριγώνου λέγεται το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει µια κορυφή του µε το µέσον της

απέναντι πλευράς. ∆ιχοτόµοςτου τριγώνου λέγεται το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει µια κορυφή

µε την απέναντι πλευρά του και χωρίζει τη γωνία της κορυφής σε δύο ίσες γωνίες. Συχνά ονοµάζουµε

διχοτόµο και ολόκληρη την ευθεία ή ηµιευθεία που διχοτοµεί τη γωνία του τριγώνου. Εξωτερική

γωνία του τριγώνου λέγεται µία παραπληρωµατική γωνίας τριγώνου, λ.χ. της Â, που προκύπτει

προεκτείνοντας µία από τις πλευρές του τριγώνου, λ.χ. την AΓ (δηλαδή ϑεωρώντας την ευθεία AΓ),
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οπότε προκύπτει η ‘BAX (σχήµα 1.6.5). Εξωτερική διχοτόµοςτριγώνου λέγεται η διχοτόµος µιας

εξωτερικής γωνίας του. ΄Υψος του τριγώνου λέγεται το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει την κορυφή

του τριγώνου µε ένα σηµείο της απέναντι πλευράς της και είναι κάθετο στην πλευρά αυτή (την ύπαρξη

του ύψους ϑα εξασφαλίσουµε λίγο αργότερα στην § 1.12). ΄Οπως ϑα δούµε αργότερα, οι τρεις διάµεσοι

του τριγώνου διέρχονται από κοινό σηµείο (Θεώρηµα 2.8.1), οι τρεις διχοτόµοι διέρχονται από άλλο

κοινό σηµείο (Θεώρηµα 2.2.2) και τέλος τα τρία ύψη διέρχονται και αυτά από τρίτο κοινό σηµείο

(Θεώρηµα 2.8.2).

Οι διάµεσοι, τα ύψη και οι διχοτόµοι (εσωτερικές και εξωτερικές) τριγώνου αναφέρονται συχνά ως

δευτερεύοντα στοιχεία του τριγώνου.

Σχόλιο-2 Συχνά η γνώση των µηκών τριών από αυτά τα στοιχεία αρκεί για την ακριβή κατασκευ-

ή του τριγώνου. Για παράδειγµα, στην ΄Ασκηση 2.13.11, ϑα δούµε ότι το τρίγωνο κατασκευάζεται

εύκολα, όταν γνωρίζουµε τα τρία µήκη |AY |, |A∆| και |AM |, ύψους, διχοτόµου και διαµέσου από την

ίδια κορυφή. Συνήθως, στις κατασκευές τριγώνων απαιτούµε τη χρήση αποκλειστικά και µόνον του

κανόνα και του διαβήτη ([Pet01], [Adl06], [Eve63, σ. 183]).

΄Ενα, σχετικά σύνθετο, πρόβληµα είναι να αποδείξουµε ότι µια ορισµένη κατασκευή µε χρήση

µόνο του κανόνα και διαβήτη είναι αδύνατη (§ 2.4). Για παράδειγµα, η κατασκευή του τριγώνου από

το ύψος |AY | και διάµεσο |AM | από την ίδια κορυφή, αλλά διχοτόµο από µιαν άλλη κορυφή και όχι

την A, αποδεικνύεται αδύνατη ([Fur37, σ. 38]).

Φυσικά, το να µην κατασκευάζεται το τρίγωνο µε τα συγκεκριµένα δεδοµένα µέσω κανόνα και

διαβήτη, δεν σηµαίνει ότι το τρίγωνο δεν κατασκευάζεται µε άλλα µέσα ή ότι δεν υπάρχει. ΄Ετσι, για

παράδειγµα, δοθέντων τριών ϑετικών αριθµών, υπάρχει ακριβώς ένα τρίγωνο που έχει αυτούς τους

αριθµούς ως µήκη των διχοτόµων του. Ωστόσο το τρίγωνο αυτό δεν µπορεί να κατασκευασθεί µε τον

κανόνα και το διαβήτη ([MP94], [Oxm08]).

΄Ασκηση 1.6.2 ∆είξε ότι η εσωτερική και εξωτερική διχοτόµος µιας κορυφής τριγώνου είναι κάθετες

ευθείες.

1.7 Η ισότητα σχηµάτων

Μπαρµπαγιάννη

Μακρυγιάννη

πάρε µαύρο γιαταγάνι

κι έλα στη Ϲωή µας πίσω

το στραβό να κάνεις ίσο.

Νίκος Γκάτσος

΄Ενα σηµείο, µία ευθεία, µία ηµιευθεία, ένα ευθύγραµµο τµήµα, ένα τρίγωνο, είναι σχήµατα. Γε-

νικότερα, σχήµα (του επιπέδου) ονοµάζουµε οποιοδήποτε συγκεκριµένο σύνολο σηµείων του. Αυτά

που εξετάσαµε µέχρι τώρα είναι τα απλούστερα σχήµατα. Στα επόµενα µαθήµατα ϑα γνωρίσουµε

άλλα πιο σύνθετα σχήµατα και ϑα µελετήσουµε ιδιότητές που ισχύουν για καθένα από αυτά και είναι

οι ίδιες για τα λεγόµενα ίσα σχήµατα.

Κάθε σχήµα έχει έναν κανόνα που καθορίζει πότε είναι ίσο µε ένα άλλο. Τα ευθύγραµµα τµήµατα

έχουν το µήκος τους. Είναι ίσα τότε ακριβώς, όταν έχουν το ίδιο µήκος. Οι γωνίες το ίδιο. ΄Εχουν

και αυτές το µέτρο τους. Είναι ίσες όταν έχουν ίσα µέτρα. Στα τρίγωνα, η ισότητα περιλαµβάνει

περισσότερα στοιχεία. Ο ορισµός τις ισότητας απαιτεί από δύο τρίγωνα να έχουν ίσες αντίστοιχες

πλευρές και ίσες αντίστοιχες γωνίες. Το Αξίωµα 1.6.2 δίνει το ϐασικό κριτήριο ισότητας τριγώνων.

Λέει ότι, όταν δύο τρίγωνα έχουν αντίστοιχες πλευρές ίσες, τότε είναι ίσα. ∆ηλαδή και οι αντίστοιχες

γωνίες τους (οι απέναντι από τις ίσες πλευρές) ϑα είναι και αυτές ίσες. Παρακάτω (§ 1.9) ϑα δούµε
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και άλλα κριτήρια ισότητας τριγώνων. ΄Οσο πιο πολύπλοκο είναι το σχήµα, τόσο περισσότερα στοιχεία

του πρέπει να συγκρίνουµε για να καταλήξουµε ότι είναι ίσο µε ένα άλλο.

Ο Ευκλείδης στα στοιχεία του δεν χρονοτριβεί στην ανάλυση της έννοιας της ισότητας. Υιοθετεί

µια απλοϊκή έννοια ισότητας κατά την οποία δύο σχήµατα είναι ίσα, τότε και µόνον όταν µπορούµε να

µετατοπίσουµε το ένα και να το τοποθετήσουµε πάνω στο άλλο έτσι ώστε τα δύο σχήµατα να συµπέσουν

ακριβώς. Τι ϑα πει όµως µετατοπίσουµε; Η έννοια της µετατόπισης είναι σύνθετη. Θεµελιώνεται µε τη

γενική έννοια του Μετασχηµατισµού και ειδικότερα της Ισοµετρίας, για την οποία ϑα µιλήσουµε πολύ

αργότερα (§ 7.1).

Αρχικά ϑεµελιώνουµε την ισότητα δίνοντας για κάθε σχήµα τον κανόνα του, δηλαδή πότε ακριβώς

είναι ίσο µε ένα άλλο. Ωστόσο δεν ϐλάπτει να σκεφτόµαστε και µε τον τρόπο του Ευκλείδη. Στο

επίπεδο, δύο σχήµατα που είναι ίσα µε τον κανόνα ισότητάς τους, είναι ίσα και κατά την έννοια του

Ευκλείδη, µέσω µετατόπισης και σύµπτωσης. Και αντίστροφα αν µπορούν να τοποθετηθούν, ώστε να

συµπέσουν, τότε είναι ίσα και µε τον κανόνα που δίνουµε σε κάθε περίπτωση. Το πρόβληµα είναι

ότι, για να αποδείξουµε αυτήν την ισοδυναµία, πρέπει να µελετήσουµε διάφορα Ϲητήµατα, που η κα-

ταγραφή τους, σε αυτό το σηµείο, ϑα δηµιουργούσε κάποιες δυσκολίες κατανόησης. Περιοριζόµαστε

λοιπόν στην παραδοχή αυτής της αρχής του Ευκλείδη. Αυτό πρακτικά σηµαίνει ότι το επίπεδο είναι

σαν µια πλαστική διαφάνεια και τα σχήµατα µπορούν να κοπούν από το µέρος που έχουν αρχικά

σχεδιασθεί και να µετατεθούν στο µέρος που είναι το άλλο σχήµα, να τοποθετηθούν πάνω σε αυτό

και να συµπέσουν. Πολύ αργότερα, στην § 7.5, που τη συνιστώ για µια δεύτερη ανάγνωση, γίνεται η

αυστηρή ϑεµελίωση της ισότητας.

A

B

Γ

A*

B*
Γ*

Σχήµα 1.7.1: ΄Ισα αλλά διαφορετικά προσανατολισµένα

Σηµειώνω µια ιδιαιτερότητα της έννοιας της ισότητας, που ϕανερώνεται στο σχήµα 1.7.1 και έχει να

κάνει µε το λεγόµενο προσανατολισµό των σχηµάτων. Τα δύο τρίγωνα είναι ίσα µε τη δική µας έν-

νοια. ΄Εχουν όµως την ιδιαιτερότητα ότι η διαδοχή A→ B → Γ είναι κατά τη ϕορά του ϱολογιού, ενώ

η διαδοχή A∗ → B∗ → Γ∗ είναι αντίθετη της ϕοράς του ϱολογιού. Το τρίγωνο ABΓ λέγεται αρνητικά

προσανατολισµένο, ενώ το A∗B∗Γ∗ λέγεται ϑετικά προσανατολισµένο. Για να κάνουµε το ABΓ να

συµπέσει µε το A∗B∗Γ∗, µε την έννοια της µετατόπισης, πρέπει να το κόψουµε και να το γυρίσουµε

από την πίσω µεριά, µε τον τρόπο που γυρίζουµε µια σελίδα και πάµε στην από πίσω της. Τα πράγ-

µατα γίνονται λίγο πιο σύνθετα στο χώρο, όπου παρουσιάζεται το ανάλογο ϕαινόµενο και εκεί δεν

υπάρχει κάτι έξω από το χώρο για να κάνουµε αυτό το αναποδογύρισµα του προσανατολισµού. Εκεί

η έννοια της ισότητας µε τον τρόπο που την ορίζουµε, για κάθε σχήµα ξεχωριστά, δεν είναι ισοδύναµη

µε την έννοια της σύµπτωσης (δες λ.χ. το σχόλιο στην § 9.2 και σε µια δεύτερη ανάγνωση την πλήρη

περιγραφή της ισότητας στο χώρο στην §12.5). Ο τρόπος λοιπόν που χειριζόµαστε την ισότητα είναι

πιο ασφαλής από αυτόν της µετατόπισης, όσο δεν µπαίνουµε στις λεπτοµέρειες του ακριβούς ορισµού

αυτής της έννοιας.

Σχόλιο-1 Για ορισµένα σχήµατα η ισότητα µε την έννοια της µετατόπισης είναι προφανής. ΄Ετσι,

λ.χ. δύο οποιεσδήποτε ευθείες α και ' είναι ίσες, µε την έννοια, ότι η α µπορεί να µετατοπισθεί και

να τοποθετηθεί επί της ', έτσι ώστε οι δύο ευθείες να συµπέσουν. Παρόµοια δύο τεµνόµενες ευθεί-

ες α και ', που σχηµατίζουν µεταξύ τους µία γωνία µέτρου ω, συγκροτούν ένα σχήµα που είναι ίσο

µε το σχήµα δύο άλλων ευθειών α′ και '′, που σχηµατίζουν µεταξύ τους µία γωνία του ιδίου µέτρου ω.

Σχόλιο-2 Και ένα σχόλιο για την ορολογία. Συχνά για την ισότητα δύο σχηµάτων που έχουν γω-

νίες, κορυφές ή άλλα παρόµοια χαρακτηριστικά, κάνουµε αντιστοιχίσεις µεταξύ των κορυφών τους

ϐάζοντας σε αντίστοιχες κορυφές το ίδιο γράµµα µε κάποιο δείκτη ή τόνο ή άστρο ή άλλο σηµάδι.

΄Ετσι, όταν λέµε ότι τα τρίγωνα ABΓ και A′B′Γ′ είναι ίσα διότι έχουν αντίστοιχες πλευρές ίσες, εν-

νοούµε ότι η πλευρά AB είναι αντίστοιχα ίση προς την A′B′, η BΓ προς τη B′Γ′ κ.λπ. Τον κανόνα
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αυτό ακολουθούµε και στα σχήµατα του χώρου. Το να µπορούµε να ϐάλουµε τα ίδια γράµµατα

στα υποψήφια για ισότητα σχήµατα είναι το πρώτο ϐήµα για να αποδείξουµε την ισότητά τους, που

συνήθως ανάγεται στην ισότητα αντίστοιχων και απλούστερων στοιχείων τους.

A

B

Σχήµα 1.7.2: ΄Ενα απλό σχήµα

΄Ασκηση 1.7.1 Το σχήµα 1.7.2 αποτελείται από ένα ευθύγραµµο τµήµα AB µήκους δ και τις ευθείες

που είναι κάθετες σε αυτό στα άκρα του. ∆είξε ότι κάθε ευθύγραµµο τµήµα A′B′, του ιδίου µήκους δ,

ορίζει ανάλογα ένα σχήµα ίσο προς το προηγούµενο µε την έννοια της µετατόπισης.

Υπόδειξη : Λόγω της ισότητας των µηκών, το τµήµα A′B′ µπορεί να µετατοπισθεί ώστε να συµπέσει µε

το AB. Τότε, κατά το Αξίωµα 1.4.2, ϑα συµπέσουν και οι κάθετες προς το A′B′ στα άκρα του µε τις

αντίστοιχες κάθετες του AB στα άκρα του.

1.8 Το ισοσκελές και το ορθογώνιο τρίγωνο

Είδε µε τα δικά του µάτια ότι το ϕεγγάρι είναι στρογγυλό

΄Ηταν επίσης σίγουρος ότι η γη είναι τετράγωνη,

∆ιότι ταξίδεψε πενήντα µίλια και δεν ϐρήκε

Σηµάδι να δείχνει κάπου ότι είναι κυκλική.

Lord Byron, Don Juan, canto V

Στην Γεωµετρία, όπως και σε όλα τα Μαθηµατικά, µετά από έναν ορισµό µιας γενικής κατηγορίας,

είναι χρήσιµο να εξετάσουµε κάποιες ειδικές περιπτώσεις. ∆εν είναι σπάνιο, κάποια γενική ιδιότη-

τα που ϑέλουµε να αποδείξουµε, να προκύπτει ευκολότερα σε µια ειδική περίπτωση και η ειδική

απόδειξη να δείχνει και το δρόµο για τη γενική. ΄Αλλοτε πάλι, οι ιδιότητες της ειδικής κατηγορίας

ϐοηθούν στην διατύπωση και απόδειξη ιδιοτήτων της γενικής ή τη διάψευση κάποιας γενικής εικα-

σίας. Τα ισοσκελή και τα ορθογώνια τρίγωνα είναι ειδικές περιπτώσεις τριγώνων, που τις συναντάµε

στις διατυπώσεις και αποδείξεις πληθώρας γενικών ιδιοτήτων σε όλα τα κεφάλαια της γεωµετρίας.

Β Γ

Α

Γ

Α

Β

Σχήµα 1.8.1: Το ισοσκελές και το ορθογώνιο τρίγωνο

Ισοσκελές λέγεται το τρίγωνο που έχει δύο πλευρές ίσες. Οι δύο ίσες πλευρές λέγονται σκέλη και η

τρίτη πλευρά ϐάση του ισοσκελούς. Η κορυφή στην οποία συντρέχουν τα σκέλη λέγεται κορυφή του

ισοσκελούς.
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Ορθογώνιο τρίγωνο λέγεται το τρίγωνο που έχει µία γωνία του ορθή. Οι πλευρές που ορίζουν

αυτήν τη γωνία λέγονται κάθετες πλευρές του ορθογωνίου. Η πλευρά που είναι απέναντι από την

ορθή γωνία λέγεται υποτείνουσα του ορθογωνίου τριγώνου.

Θεώρηµα 1.8.1 Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο (|AB| = |AΓ|) οι παρά τη ϐάση γωνίες (στα B και Γ) είναι

ίσες.

Α Β
Μ

Ρ

Β Γ

Α

Μ

(Ι) (ΙΙ)

Σχήµα 1.8.2: Το ϑεώρηµα του ισοσκελούς Η µεσοκάθετος του AB

Απόδειξη : Θεώρησε τα δύο τρίγωνα ABM και AMΓ που σχηµατίζονται ϕέρνοντας την AM, όπου M το

µέσον της ϐάσης BΓ (Σχήµα 1.8.2-Ι). Τα δύο αυτά τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους αντίστοιχα ίσες :

|AB| = |AΓ| εξ υποθέσεως, |BM | = |MΓ| διότι το M είναι µέσον της BΓ και τέλος την AM κοινή. Κατά

το Αξίωµα 1.6.2 των τριγώνων τα δύο αυτά τρίγωνα ϑα είναι ίσα, άρα και οι γωνίες τους στα B και Γ

ϑα είναι αντίστοιχα ίσες ο.ε.δ.

Πόρισµα 1.8.1 Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο (|AB| = |AΓ|) η ευθεία που ενώνει την κορυφή του µε

το µέσον M της απέναντι πλευράς διχοτοµεί τη γωνία της κορυφής. (∆ες την ΄Ασκηση 1.9.8 για το

αντίστροφο).

Πόρισµα 1.8.2 Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο (|AB| = |AΓ|) η ευθεία που ενώνει τη κορυφή του µε το

µέσον M της απέναντι πλευράς είναι κάθετος στην ϐάση και χωρίζει το τρίγωνο σε δύο ίσα ορθογώνια

τρίγωνα (AMB και AMΓ) (∆ες τη ΄Ασκηση 1.9.10 για το αντίστροφο).

Μεσοκάθετο του ευθυγράµµου τµήµατος AB ονοµάζουµε την ευθεία που είναι κάθετος στο µέσον

του ευθυγράµµου τµήµατος (Σχήµα 1.8.2-ΙΙ). Το προηγούµενο πόρισµα µπορεί επίσης να διατυπωθεί

στην επόµενη µορφή.

Β Γ

Α

Δω
φ

Α Β

Γ''
Γ'

Α'

(Ι) (ΙΙ)
Γ

Σχήµα 1.8.3: Σύγκριση ορθογωνίων Συγκόλληση ισοσκελών

΄Ασκηση 1.8.1 Τα ορθογώνια τρίγωνα {ABΓ, A′BΓ′} έχουν ίσες υποτείνουσες |BΓ| = |BΓ′| και γωνίες
φ =‘ABΓ < ω =’A′BΓ′. ∆είξε ότι |AΓ| < |A′Γ′| (Σχήµα 1.8.3-Ι).

΄Ασκηση 1.8.2 ΄Εστω ότι τα τρίγωνα BAΓ και ΓA∆ είναι ισοσκελή µε κορυφή στο A και κοινή την

πλευρά AΓ. ∆είξε ότι οι πλευρές AB και A∆ ή ϑα περιέχονται στην ίδια ευθεία ή ϑα σχηµατίζουν

ισοσκελές τρίγωνο BA∆ (Σχήµα 1.8.3-ΙΙ).

Πόρισµα 1.8.3 Για κάθε ισοσκελές τρίγωνο ABΓ µε ϐάση AB, η κορυφή του Γ ευρίσκεται επί της

µεσοκαθέτου του ευθυγράµµου τµήµατος AB.
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Ισοδύναµη επίσης είναι και η διατύπωση:

Πόρισµα 1.8.4 Κάθε σηµείο P που ισαπέχει από τα σηµεία A και B ευρίσκεται επί της µεσοκαθέτου

του ευθυγράµµου τµήµατος AB.

1.9 Κριτήρια ισότητας τριγώνων

Είναι λάθος το ότι η ισότητα είναι νόµος της ϕύσης. Η ϕύση δεν παράγει

ισότητες. Η ανώτατη αρχή της είναι διάταξη και εξάρτηση.

Vauvenargues, Αρχές και Στοχασµοί

Εκτός από το ϐασικό Αξίωµα 1.6.2 ισότητας τριγώνων που αναφέρεται και ως ΠΠΠ-κριτήριο (πλευρά-

πλευρά-πλευρά κριτήριο) ισότητας, ισχύουν και άλλα δύο κριτήρια ισότητας που προκύπτουν ως

ϑεωρήµατα ϐάσει του ΠΠΠ-κριτηρίου. Αυτά αναφέρονται ως ΠΓΠ-κριτήριο ισότητας (πλευρά-γωνία-

πλευρά κριτήριο) και ΓΠΓ-κριτήριο ισότητας (γωνία-πλευρά-γωνία κριτήριο).

A

B

Γ A'

Β'

Γ'

Σχήµα 1.9.1: ΠΓΠ κριτήριο

Πρόταση 1.9.1 (ΠΓΠ-κριτήριο) ∆ύο τρίγωνα ABΓ, A′B′Γ′, που έχουν δύο αντίστοιχες πλευρές ίσες

(|AB| = |A′B′|, |AΓ| = |A′Γ′|) και τις περιεχόµενες σε αυτές γωνίες επίσης ίσες (|‘BAΓ| = |÷B′A′Γ′|), είναι
ίσα.

Απόδειξη : Τοποθέτησε τη γωνία A′ πάνω στην A έτσι ώστε να συµπέσουν οι ηµιευθείες AB και A′B′
καθώς και οι AΓ και A′Γ′ (Σχήµα 1.9.1). Αυτό είναι δυνατόν λόγω της υποτιθέµενης ισότητας των

γωνιών στα A και A′ αντιστοίχως. Λόγω της επίσης υποτιθέµενης ισότητας των µηκών |AB| = |A′B′|,
ϑα συµπέσουν και τα B και B′ (σύµφωνα µε το Αξίωµα 1.3.3) και για τον ίδιο λόγο ϑα συµπέσουν και

τα Γ και Γ′. Συνεπώς, ϑα συµπέσουν και οι πλευρές BΓ και B′Γ′ και εποµένως, τα µήκη τους ϑα

είναι ίσα |BΓ| = |B′Γ′|. Η αλήθεια της πρότασης προκύπτει εφαρµόζοντας το ΠΠΠ-κριτήριο, ο.ε.δ.

Β

Α Γ

Β'

Α' Γ'

Σχήµα 1.9.2: ΓΠΓ-κριτήριο

Πρόταση 1.9.2 (ΓΠΓ-κριτήριο) ∆ύο τρίγωνα ABΓ, A′B′Γ′ που έχουν δύο αντίστοιχες γωνίες ίσες

(|‘ABΓ| = |÷A′B′Γ′| και, |‘BΓA| = |÷B′Γ′A′|) και τις περιεχόµενες σε αυτές πλευρές επίσης ίσες (|BΓ| = |B′Γ′|)
είναι ίσα.
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Απόδειξη : Η απόδειξη είναι παρόµοια µε την προηγούµενη. Τοποθέτησε τα τρίγωνα έτσι ώστε να

συµπέσουν οι BΓ και B′Γ′, καθώς και οι γωνίες στα B, B′ και Γ, Γ′ (Σχήµα 1.9.2). Αυτό είναι

δυνατόν λόγω του αξιώµατος 1.4.2. Τότε ϑα συµπέσουν οι ευθείες BA, B′A′ καθώς και οι ΓA, Γ′A′,
άρα ϑα συµπέσουν και οι τοµές τους που ορίζουν αντίστοιχα τα A και A′. Από αυτήν τη σύµπτωση

έπεται ότι |BA| = |B′A′| και |ΓA| = |Γ′A′|. Η αλήθεια της πρότασης προκύπτει εφαρµόζοντας πάλι το

ΠΠΠ-κριτήριο, ο.ε.δ.

B Γ

A

B'Γ'

A'

Σχήµα 1.9.3: ∆ύο ίσες γωνίες παράγουν ισοσκελές

Πρόταση 1.9.3 Αν το τρίγωνο έχει δύο γωνίες του ίσες τότε είναι ισοσκελές.

Απόδειξη : Θεώρησε ένα τρίγωνο A′B′Γ′ ίσο προς το ABΓ και εφάρµοσε το ΓΠΓ-κριτήριο. Τα δύο

τρίγωνα έχουν ίσες τις πλευρές BΓ και B′Γ′ αντίστοιχα και τις γωνίες ‘ABΓ και ÷A′Γ′B′ ίσες καθώς και

τις ‘AΓB και ÷A′B′Γ′ ίσες, άρα είναι ίσα. Η πλευρά AΓ που είναι απέναντι στη γωνία ‘ABΓ ϑα είναι

ίση µε την πλευρά A′B′ που είναι απέναντι στην ίση προς την προηγούµενη γωνία ÷A′Γ′B′. ΄Οµως εκ

κατασκευής η A′B′ είναι ίση προς την AB, άρα τελικά οι AB και AΓ ϑα είναι ίσες, ο.ε.δ.

Σχόλιο-1 Η απόδειξη αυτή (οφείλεται στον Πάππο) έχει ένα λεπτό και παράδοξο σηµείο, όπου δύο ίσα

τρίγωνα ξανα-αποδεικνύονται ίσα. Γίνεται εδώ ένα παιχνίδι µε τον προσανατολισµό του τριγώνου.

Το A′B′Γ′ είναι µεν ίσο µε το ABΓ, αλλά έχει τοποθετηθεί µε αντίστροφο προσανατολισµό πάνω στο

A

Β=Γ' Γ=Β'

Α'

Σχήµα 1.9.4: Επανατοποθέτηση ίσου τριγώνου µε αντίθετο προσανατολισµό

ABΓ. Το σχήµα 1.9.4 δείχνει τη διαφορά µε ένα µη-ισοσκελές ABΓ. Τα δύο τρίγωνα ενώ είναι ίσα,

τοποθετούµενα µε αυτόν τον τρόπο δεν συµπίπτουν εν γένει. Το νόηµα της πρότασης είναι ότι τα δύο

τρίγωνα τοποθετούµενα κατ᾿ αυτόν τον τρόπο συµπίπτουν τότε και µόνον, όταν είναι ισοσκελή.

Πόρισµα 1.9.1 Σηµείο Γ ανήκει στην µεσοκάθετο ε του ευθυγράµµου τµήµατος AB, τότε και µόνον,

όταν ισαπέχει από τα σηµεία A και B.

Απόδειξη : Στο Πόρισµα 1.8.4 είδαµε ότι κάθε σηµείο Γ που ισαπέχει από τα A και B είναι επί της

µεσοκαθέτου. Για το αντίστροφο, παίρνουµε το Γ επί της µεσοκαθέτου και δείχνουµε ότι τα τρίγωνα
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ΓMA και ΓMB είναι ίσα (M το µέσον του AB) εφαρµόζοντας το ΠΓΠ-κριτήριο, ο.ε.δ.

Σχόλιο-2 Το τελευταίο πόρισµα χαρακτηρίζει τη µεσοκάθετο ως γεωµετρικό τόπο σηµείων που

έχουν µια ορισµένη ιδιότητα. Λέµε συχνά: ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων που έχουν την τάδε

ιδιότητα είναι το δείνα σύνολο. ΄Ετσι λοιπόν ϑα λέµε στο εξής : ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων που

ισαπέχουν από δύο σηµεία A και B είναι η µεσοκάθετος του AB. ΄Οπως στην περίπτωση της µεσοκα-

ϑέτου, έτσι και στην γενική περίπτωση ενός γεωµετρικού τόπου πρέπει να δείξουµε δύο πράγµατα:

α) ότι κάθε σηµείο του γεωµετρικού τόπου έχει την τάδε ιδιότητα, ϐ) ότι, αν ένα σηµείο έχει την τάδε

ιδιότητα, τότε ανήκει αναγκαστικά στο γεωµετρικό τόπο (περισσότερα στην §2.16).

΄Ασκηση 1.9.1 ∆ύο ορθογώνια τρίγωνα , που έχουν αντίστοιχες κάθετες πλευρές ίσου µήκους, είναι

ίσα.

Υπόδειξη : Εφάρµοσε το ΠΓΠ-κριτήριο µε αντίστοιχες γωνίες τις ορθές των δύο τριγώνων.

΄Ασκηση 1.9.2 ∆ύο ορθογώνια τρίγωνα, που έχουν µία κάθετη και την προσκείµενη οξεία αντίστοιχα

ίση, είναι ίσα.

Υπόδειξη : Εφάρµοσε το ΓΠΓ-κριτήριο.

Β Γ

Α

ΝΜ

Β Γ

Α

ΗΖ

Σχήµα 1.9.5: ΄Ισες διάµεσοι ΄Ισες διχοτόµοι

΄Ασκηση 1.9.3 ΄Εστω ABΓ ισοσκελές τρίγωνο µε ίσες γωνίες στις κορυφές B και Γ. ∆είξε ότι οι διάµεσοι

από τις κορυφές αυτές είναι ίσες. ∆είξε επίσης ότι και οι διχοτόµοι από τις κορυφές αυτές είναι ίσες.

Υπόδειξη : ΄Εστω ότι M και N είναι τα µέσα των BA και ΓA αντιστοίχως. Τα τρίγωνα BMΓ και BNΓ

είναι ίσα ως έχοντα α) τη BΓ κοινή, ϐ) τις BM και ΓN ίσες ως µισές ίσων πλευρών, γ) τις γωνίες στα B

και Γ ίσες. Εφαρµόζεται λοιπόν το ΠΓΠ-κριτήριο ισότητας τριγώνων. Ανάλογη είναι και η απόδειξη

για τις διχοτόµους, µόνο που αυτή τη ϕορά εφαρµόζεται το ΓΠΓ-κριτήριο. Πράγµατι, έστω ότι BH και

ΓZ είναι οι διχοτόµοι των γωνιών στα B και Γ αντίστοιχα. Τότε τα τρίγωνα BΓH και BΓZ είναι ίσα ως

έχοντα α) τη BΓ κοινή, ϐ) τις γωνίες στα B και Γ ίσες, γ) τις γωνίες |‘HBΓ| = |‘ZΓB| ως µισές ίσων γωνιών.

Σχόλιο-3 Ισχύει και η αντίστροφη της προηγούµενης πρότασης, αλλά, στη µεν περίπτωση των διαµέ-

σων χρειαζόµαστε µια ιδιότητά τους που ϑα µάθουµε αργότερα (δες ΄Ασκηση 2.8.1), στις δε διχοτόµους

η απόδειξη του αντιστρόφου, που δίνουµε στην επόµενη παράγραφο (Θεώρηµα 2.5.2), αναφέρεται ως

ϑεώρηµα των Steiner-Lehmus και είναι απροσδόκητα δύσκολη. Για µια υπολογιστική απόδειξη δες

την ΄Ασκηση 3.12.12.

΄Ασκηση 1.9.4 ΄Εστω E το µέσον της πλευράς AΓ του τριγώνου ABΓ. Προέκτεινε τη BE (διάµεσο) κατά

το διπλάσιο µέχρι το ∆. ∆είξε ότι το τρίγωνο AΓ∆ είναι ίσο µε το AΓB.

Υπόδειξη : ∆είξε πρώτα µε το ΠΓΠ-κριτήριο ότι τα τρίγωνα AEB και ΓE∆ είναι ίσα (Σχήµα 1.9.6-Ι).

∆είξε ανάλογα ότι και τα BEΓ και AE∆ είναι ίσα. Συµπέρανε κατόπιν µε το ΠΠΠ-κριτήριο ότι τα ABΓ

και AΓ∆ είναι ίσα.

΄Ασκηση 1.9.5 ΄Εστω ABΓ ισοσκελές τρίγωνο µε ίσες γωνίες στις κορυφές B και Γ. ∆είξε ότι τα ύψη

από τις κορυφές αυτές είναι ίσα.
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Σχήµα 1.9.6: Προέκταση της διαµέσου ΄Ισα ύψη ισοσκελούς

Υπόδειξη : ΄Εστω ότι BE και Γ∆ είναι τα ύψη, αντίστοιχα, από τις γωνίες B και Γ (Σχήµα 1.9.6-ΙΙ).

Προέκτεινε τη BE κατά το διπλάσιο έως το σηµείο H και τη Γ∆ κατά το διπλάσιο έως το Z . Τα τρίγωνα

BEΓ και HEΓ είναι ίσα ως έχοντα α) την EΓ κοινή, ϐ) τις γωνίες στο E ορθές και γ) τις πλευρές BE

και EH ίσες εκ κατασκευής (ΠΓΠ-κριτήριο). Συνεπώς, το τρίγωνο BΓH είναι ισοσκελές. Παρόµοια

αποδεικνύεται ότι και το BΓZ είναι ισοσκελές. Τα δύο αυτά ισοσκελή είναι και ίσα, ως έχοντα α)

τη BΓ κοινή, ϐ) τη BZ ίση της ΓH και γ) τις γωνίες τους στα B και Γ ίσες ως διπλάσιες των ' και

γ αντίστοιχα. ΄Αρα οι ΓZ και BH , που είναι διπλάσιες των υψών, ϑα είναι ίσες. Για την αντίστροφη

αυτής της ιδιότητας δες την ΄Ασκηση 1.10.2.

Σχόλιο-4 Αργότερα ϑα δούµε ότι υπάρχει και ένα ακόµη κριτήριο ισότητας τριγώνων που ϑα µπο-

ϱούσε να ονοµασθεί ΓΓΠ-κριτήριο. Κατ᾿ αυτό αν δύο τρίγωνα ABΓ και A′B′Γ′ έχουν τις γωνίες τους

α = α′, ' = '′ και τις πλευρές a = |BΓ| = |B′Γ′| = a′, τότε είναι ίσα. Σε αυτήν την περίπτωση τα

τρίγωνα υποτίθεται ότι έχουν δύο γωνίες ίσες και µία πλευρά αντίστοιχα ίση της άλλης, αλλά η πλευ-

ϱά αυτή είναι η απέναντι της α και όχι η προσκείµενη της α (όπως στο ΓΠΓ-κριτήριο). Αυτό ωστόσο

ανάγεται στο ΓΠΓ-κριτήριο, διότι από την ισότητα των δύο γωνιών και τη σχέση α + '+ γ = 180◦, που

ϑα δείξουµε αργότερα, προκύπτει η ισότητα όλων των γωνιών των δύο τριγώνων.
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Σχήµα 1.9.7: Αµφίβολη περίπτωση Κοινή µεσοκάθετος

Το σχήµα 1.9.7-Ι δείχνει ότι δεν ισχύει αυτό που ϑα µπορούσε να ονοµασθεί ΠΠΓ-κριτήριο. Εν γένει

(όταν το τρίγωνο δεν είναι ορθογώνιο), υπάρχουν δύο τρίγωνα ABΓ και A′B′Γ′ για τα οποία ισχύει

a = a′, b = b′ και α = α′. Και αυτό το σχήµα ϑα το αναλύσουµε παρακάτω, όταν ϑα έχουµε επαρκείς

γνώσεις για τον κύκλο και τις ιδιότητές του.

΄Ασκηση 1.9.6 ∆είξε ότι, αν τα τρίγωναABΓ και A′B′Γ′ είναι ίσα τότε είναι ίσες και οι διάµεσοι/διχοτόµοι
του ABΓ µε τις αντίστοιχες διαµέσους/διχοτόµους του A′B′Γ′.

΄Ασκηση 1.9.7 ΄Εστω ότι τα ευθύγραµµα τµήµατα AB και Γ∆ έχουν κοινή µεσοκάθετο ε και η AΓ

συναντά την ε στο E. ∆είξε ότι και η B∆ συναντά την ε στο E (Σχήµα 1.9.7-ΙΙ).



24 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΟΙ ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

΄Ασκηση 1.9.8 ∆είξε ότι, αν η διάµεσος AM του τριγώνου ABΓ διχοτοµεί τη γωνία‘BAΓ, τότε το τρίγωνο
είναι ισοσκελές (αντίστροφο του Πορίσµατος 1.8.1).

΄Ασκηση 1.9.9 ∆είξε ότι δύο ίσα τρίγωνα ABΓ και A′B′Γ′ έχουν αντίστοιχα ίσα ύψη.

Υπόδειξη : Τοποθέτησε τα τρίγωνα έτσι ώστε οι ϐάσεις τους BΓ και B′Γ′ να συµπέσουν και οι κορυφές

A, A′ να ϐρεθούν εκατέρωθεν της BΓ. Τότε το ABA′ είναι ισοσκελές τρίγωνο, κ.λπ.

΄Ασκηση 1.9.10 ∆είξε ότι, αν η διάµεσος AM του τριγώνου ABΓ είναι κάθετος στη ϐάση BΓ, τότε το

τρίγωνο είναι ισοσκελές (αντίστροφο του Πορίσµατος 1.8.2).

1.10 Σχετικά µεγέθη γωνιών τριγώνου

Είναι τόσο σχετικά τα µεγέθη που αυτοκαταργούνται. ΄Ενα ικανό µυρµήγκι

ϐαρύνει - σε απόλυτο αξία - περισσότερο από έναν µέτριο πρωθυπουργό.

Οδυσσέας Ελύτης, Μικρός Ναυτίλος

Οι επόµενες ιδιότητες του τριγώνου στηρίζονται στα αξιώµατα που έχουµε αποδεχθεί έως τώρα και

προετοιµάζουν το έδαφος για τη σηµαντική τριγωνική ανισότητα της επόµενης παραγράφου.

Θεώρηµα 1.10.1 Σε κάθε τρίγωνο ABΓ η παραπληρωµατική κάθε γωνίας είναι µεγαλύτερη εκάστης

των δύο άλλων γωνιών.

M

Γ

N

B

A

X

Σχήµα 1.10.1: Σύγκριση γωνιών τριγώνου

Απόδειξη : Ας δείξουµε ότι η ‘XΓA, που είναι παραπληρωµατική της Γ̂, είναι µεγαλύτερη της γωνίας

Â (Σχήµα 1.10.1). ΄Εστω M το µέσον της AΓ και N επί της ηµιευθείας BM, έτσι ώστε |BM | = |MN |.
Τα τρίγωνα ABM και ΓNM έχουν : α) τις γωνίες ‘AMB και’ΓMN ίσες ως κατά κορυφήν, ϐ) τις πλευρές

AM και MΓ ίσες διότι το M είναι το µέσον της AΓ, γ) τις πλευρές MB και MN ίσες εκ κατασκευής.

Συνεπώς, εφαρµόζοντας το ΠΓΠ-κριτήριο ισότητας (Πρόταση 1.9.1), τα τρίγωνα είναι ίσα. Από την

ισότητα των τριγώνων, προκύπτει ότι η γωνία ‘BAΓ είναι ίση µε την ‘AΓN . Η τελευταία όµως είναι

µικρότερη της ‘AΓX , διότι το N είναι στο εσωτερικό της ‘AΓX (΄Ασκηση 1.4.6). Ανάλογα δείχνουµε και

ότι η γωνία ‘ABΓ είναι µικρότερη της ‘AΓX , ο.ε.δ.

Σχόλιο-1 Συχνά η γωνία ‘AΓX αναφέρεται ως εξωτερική του τριγώνου (δες § 1.6) και το ϑεώ-

ϱηµα παίρνει τη µορφή: Κάθε εξωτερική γωνία τριγώνου είναι µεγαλύτερη εκάστης των εντός και

απέναντι.

Πρόταση 1.10.1 ΄Εστω ότι το σηµείο ∆ είναι στο εσωτερικό του τριγώνου ABΓ . Τότε η γωνία‘B∆Γ είναι
µεγαλύτερη της ‘BAΓ.
Απόδειξη : Προέκτεινε µία από τις πλευρές της εσωτερικής γωνίας λ.χ. τη B∆ και όρισε το σηµείο

τοµής της E µε την AΓ (Σχήµα 1.10.2-Ι). Η γωνία ε =‘BEΓ > α =‘BAΓ ως εξωτερική και απέναντι της

α στο τρίγωνο ABE. Παρόµοια και δ =‘B∆Γ > ε. Συνολικά λοιπόν δ > α, ο.ε.δ.
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Σχήµα 1.10.2: α < ε < δ Μεγαλύτερη γωνία απέναντι µεγαλύτερης πλευράς

Θεώρηµα 1.10.2 Σε κάθε τρίγωνο ABΓ , απέναντι από µεγαλύτερη πλευρά, ευρίσκεται µεγαλύτερη

γωνία.

Απόδειξη : Ας υποθέσουµε ότι η πλευρά AΓ είναι µεγαλύτερη της AB. Τότε υπάρχει σηµείο E µεταξύ

του A και του Γ έτσι ώστε |AE| = |AB| (Αξίωµα 1.3.3, ΄Ασκηση 1.3.1). Το τρίγωνο BAE που σχηµατίζεται

είναι ισοσκελές και κατά το προηγούµενο ϑεώρηµα η γωνία ‘ABE =‘AEB > ‘AΓB. Επίσης ‘ABΓ > ‘ABE
διότι το E είναι στο εσωτερικό της γωνίας ‘ABΓ. Συνολικά λοιπόν ‘ABΓ > ‘AΓB, ο.ε.δ.

Θεώρηµα 1.10.3 Σε κάθε τρίγωνο ABΓ , απέναντι από τη µεγαλύτερη γωνία, ευρίσκεται µεγαλύτερη

πλευρά.

Απόδειξη : ∆ιά της εις άτοπον απαγωγής. Υπόθεσε λοιπόν ότι, στο ABΓ η γωνία α > ' και όµως a ≤ b.

Αποκλείεται a = b, διότι τότε ϑα είχαµε και α = ' (Θεώρηµα 1.8.1), αντίθετα µε την υπόθεσή µας.

Αποκλείεται όµως και a < b, διότι τότε, κατά την προηγούµενη πρόταση, ϑα έπρεπε να ισχύει και

α < ', που είναι πάλι αντίθετο µε την υπόθεσή µας. Πρέπει λοιπόν να ισχύει a > b, ο.ε.δ.

Πόρισµα 1.10.1 Σε κάθε τρίγωνο το άθροισµα δύο γωνιών του είναι µικρότερο των 180 µοιρών.

Απόδειξη : ΄Εστω α, ', γ οι γωνίες του τριγώνου. Κατά το Θεώρηµα 1.10.1 κάθε µία από τις α, ' είναι

µικρότερη της 180◦ − γ: άρα α + γ < 180◦, '+ γ < 180◦. Ανάλογα αποδεικνύεται και η α +' < 180◦,
ο.ε.δ.

Πόρισµα 1.10.2 ΄Ενα τρίγωνο έχει το πολύ µία αµβλεία γωνία.

Απόδειξη : Αν είχε δύο αµβλείες λ.χ. την α και ' τότε ϑα ήταν α + ' > 180◦, άτοπο, ο.ε.δ.

Πόρισµα 1.10.3 Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο οι δύο ίσες γωνίες του είναι οξείες.

Απόδειξη : Αν οι α και ' ήταν ίσες και αµβλείες ή ορθές τότε α + ' ≥ 180◦, άτοπο, ο.ε.δ.

Πόρισµα 1.10.4 Κάθε ορθογώνιο τρίγωνο έχει τις άλλες δύο γωνίες του οξείες.

Απόδειξη : Αν η α = 90◦ και ' και γ είναι οι άλλες γωνίες του ορθογωνίου, τότε η εξωτερική της α

είναι πάλι 90◦ και είναι µεγαλύτερη και από την α και από τη ', ο.ε.δ.

Πόρισµα 1.10.5 Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο κάθε µία από τις κάθετες πλευρές του είναι µικρότερη

της υποτείνουσας.

Απόδειξη : Η υποτείνουσα είναι απέναντι από την ορθή γωνία που είναι µεγαλύτερη από τις δύο άλλες

που είναι οξείες (Πόρισµα 1.10.4), άρα οι δύο κάθετες πλευρές που είναι απέναντι από τις οξείες

γωνίες ϑα είναι µικρότερες της υποτείνουσας (Θεώρηµα 1.10.3), ο.ε.δ.

Πόρισµα 1.10.6 ΄Εστω ότι η A∆ είναι κάθετη στην ευθεία XY , όπου ∆ σηµείο της XY . Τότε, τα σηµεία

B, Γ της ευθείας ικανοποιούν |B∆| < |Γ∆|, τότε και µόνον, όταν |BA| < |ΓA|.
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Σχήµα 1.10.3: Απόσταση από ίχνος καθέτου |ΓA| < |Γ∆|

Απόδειξη : Η γωνία ‘∆BA (Σχήµα 1.10.3-Ι) είναι οξεία, διότι είναι γωνία διαφορετική της ορθής του

τριγώνου AB∆ (Πόρισµα 1.10.4). Ανάλογα και η γωνία ‘∆ΓA είναι οξεία. Υπόθεσε τώρα ότι |B∆| < |Γ∆|.
Τότε στο τρίγωνο ABΓ το Γ ϐρίσκεται στην προέκταση της ∆B προς το B και η γωνία στο B είναι

αµβλεία και στο Γ οξεία. ΄Αρα η απέναντι της αµβλείας πλευρά AΓ ϑα είναι µεγαλύτερη της απέναντι

της οξείας AB. Για το αντίστροφο υπόθεσε ότι |BA| < |ΓA| όµως |B∆| > |Γ∆|. Προκύπτει άτοπο, διότι,

κατά το προηγηθέν µέρος της απόδειξης, η |Γ∆| < |B∆| συνεπάγεται την |ΓA| < |BA|, αντίθετα µε την

υπόθεση. Παρόµοια σε άτοπο καταλήγει και η υπόθεση ότι, |BA| < |ΓA| ενώ ταυτόχρονα |B∆| = |Γ∆|,
διότι η τελευταία συνεπάγεται ότι τα τρίγωνα A∆B και A∆Γ ϑα είναι ίσα. ΄Αρα όταν ισχύει η |BA| < |ΓA|
ϑα πρέπει να ισχύει και η |B∆| < |Γ∆|, ο.ε.δ.

Σχόλιο-2 Το τελευταίο πόρισµα είναι ισοδύναµο µε το ότι το µήκος |AB| της υποτείνουσας του ορθο-

γωνίου τριγώνου A∆B είναι αύξουσα συνάρτηση του µήκους της καθέτου |∆B|, όταν η άλλη κάθετος

A∆ µένει σταθερά.

Πόρισµα 1.10.7 ΄Εστω ισοσκελές τρίγωνο ABΓ µε ίσες γωνίες στα A και B. Θεώρησε σηµείο ∆ επί της

προεκτάσεως του ευθυγράµµου τµήµατος AB. Η Γ∆ είναι µεγαλύτερη του ΓA (Σχήµα 1.10.3-ΙΙ).

Πόρισµα 1.10.8 Αν οι ευθείες α, ', προσπίπτουσες επί της ευθείας ε, σχηµατίζουν τις ίδιες γωνίες από

την ίδια µεριά της ευθείας, τότε είναι παράλληλες. Ειδικά, δύο κάθετες επί της αυτής ευθείας, είναι

παράλληλες.
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Σχήµα 1.10.4: Ευθείες προσπίπτουσες υπό γωνία ω Μία µόνο κάθετος από το A

Απόδειξη : Αν δεν ήταν παράλληλες και τεµνόντουσαν σε σηµείο Γ (Σχήµα 1.10.4-Ι), τότε ϑα σχηµά-

τιζαν τρίγωνο µε άθροισµα γωνιών στις κορυφές τις διαφορετικές από το Γ : ω + (180◦ − ω) = 180◦,
άτοπο (Πόρισµα 1.10.1), ο.ε.δ.

Πόρισµα 1.10.9 Από σηµείο A εκτός ευθείας ε άγεται το πολύ µία κάθετος επί την ε.

Απόδειξη : Αν υπήρχαν δύο διαφορετικές κάθετες από το A (Σχήµα 1.10.4-ΙΙ), τότε ϑα σχηµάτιζαν

τρίγωνο και οι δύο γωνίες του στις κορυφές τις διαφορετικές από το A ϑα είχαν άθροισµα 90◦ + 90◦ =
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180◦, άτοπο (Πόρισµα 1.10.1), ο.ε.δ.

Γ'
Α

Γ

Β

Γ

Α

Ν Μ

Β

(Ι) (ΙΙ)

Σχήµα 1.10.5: ΄Ισα ορθογώνια τρίγωνα ΄Ισα ύψη χαρακτηρίζουν τα ισοσκελή

΄Ασκηση 1.10.1 ∆ύο ορθογώνια τρίγωνα που έχουν µία κάθετη πλευρά και την υποτείνουσα αντίστοιχα

ίσες είναι ίσα.

Υπόδειξη : Τοποθέτησε τα δύο τρίγωνα έτσι ώστε να συµπέσουν οι δύο ίσες κάθετες πλευρές µε το

ευθύγραµµο τµήµα AB (Σχήµα 1.10.5-Ι), τα δε τρίγωνα ABΓ και ABΓ′ να είναι από τις δύο µεριές

της AB µε την ορθή στο A. Τα Γ,Γ′ και A είναι τότε σε µία ευθεία και το B εξ υποθέσεως ισαπέχει

από τα Γ και Γ′, άρα είναι στην µεσοκάθετο του ΓΓ′ και το A είναι το µέσον της ΓΓ′.

΄Ασκηση 1.10.2 Αν δύο ύψη τριγώνου είναι ίσα, τότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές.

Υπόδειξη : ΄Εστω ότι τα δύο ύψη είναι τα BM και ΓN (Σχήµα 1.10.5-ΙΙ). Τότε τα τρίγωνα BMΓ και BNΓ

είναι ορθογώνια, έχουν κοινή υποτείνουσα τη BΓ, και τις κάθετες πλευρές BM και ΓN , εξ υποθέσεως,

ίσες. Κατά την προηγούµενη άσκηση, τα ορθογώνια είναι ίσα και, εποµένως, οι γωνίες τους στα B

και Γ ϑα είναι ίσες, άρα το τρίγωνο ABΓ ϑα είναι ισοσκελές (Πρόταση 1.9.3). Σηµείωσε ότι η ιδιότητα

αυτής της άσκησης είναι η αντίστροφη της περιεχοµένης στην ΄Ασκηση 1.9.5.

Θεώρηµα 1.10.4 Αν δύο τρίγωνα ABΓ και A′B′Γ′ έχουν ίσες αντίστοιχες πλευρές προσκείµενες στις
γωνίες στα A και A′ (|AB| = |A′B′|, |AΓ| = |A′Γ′|) και οι γωνίες στα A και A′ είναι άνισες (Â > “A′), τότε
αντίστοιχα άνισες είναι και οι πλευρές τους (|BΓ| > |B′Γ′|).
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Σχήµα 1.10.6: Μεγαλύτερη πλευρά απέναντι µεγαλύτερης γωνίας

Απόδειξη : Τοποθέτησε τα τρίγωνα έτσι ώστε οι πλευρές AB και A′B′ να συµπέσουν και η A′Γ′ να

ϐρεθεί στο εσωτερικό της Â. Τρεις είναι οι δυνατές περιπτώσεις για τη ϑέση του Γ′ ως προς την

ευθεία BΓ (Ι-ΙΙΙ στο σχήµα 1.10.6). Ας δούµε τη µία (Σχήµα 1.10.6-Ι) και ας αφήσουµε τις άλλες

δύο ως ασκήσεις. Σε αυτήν υποθέτουµε ότι το Γ′ και το A είναι σε διαφορετικές µεριές της BΓ. Τότε,

συγκρίνοντας τις γωνίες του τριγώνου BΓ′Γ έχουµε ’BΓ′Γ >’AΓ′Γ =’AΓΓ′ >’BΓΓ′, όπου η τελευταία

ισότητα ισχύει διότι |AΓ′| = |A′Γ′| = |AΓ|. ΄Οµως, κατά το προηγούµενο ϑεώρηµα, η ’BΓ′Γ > ’BΓΓ′
συνεπάγεται ότι |BΓ| > |BΓ′|, ο.ε.δ.
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Πόρισµα 1.10.10 Αν δύο τρίγωνα ABΓ και A′B′Γ′ έχουν ίσες αντίστοιχες πλευρές προσκείµενες στις
γωνίες στα A και A′ (|AB| = |A′B′|, |AΓ| = |AΓ′|) και οι τρίτες πλευρές τους είναι άνισες (|BΓ| > |B′Γ′|),
τότε αντίστοιχα άνισες είναι και οι γωνίες στα A και A′ (Â > “A′).
Απόδειξη : Αν µε τις υποθέσεις της πρότασης είχαµε ‘BAΓ ≤ ÷B′A′Γ′, τότε ϑα προέκυπτε άτοπο.

Πράγµατι, αν ήταν ‘BAΓ =÷B′A′Γ′, τότε κατά το ΠΓΠ-κριτήριο τα τρίγωνα ϑα ήταν ίσα και ϑα είχαµε

|BΓ| = |B′Γ′|, άτοπο. Αν ήταν ‘BAΓ < ÷B′A′Γ′, τότε κατά το Θεώρηµα 1.10.4, ϑα είχαµε |BΓ| < |B′Γ′|,
άτοπο, ο.ε.δ.

΄Ασκηση 1.10.3 ∆είξε ότι από δύο ισοσκελή ABΓ και ∆BΓ µε την ίδια ϐάση, τη µεγαλύτερη γωνία στην

κορυφή του σχηµατίζει αυτό που έχει µικρότερα σκέλη και αντίστροφα.
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Σχήµα 1.10.7: Μεγαλύτερο ισοσκελές ΄Ισα ισοσκελή

Υπόδειξη : ∆είξε πρώτα ότι οι κορυφές τους, που είναι στην µεσοκάθετο της ϐάσης BΓ (Σχήµα 1.10.7-

Ι), είναι πιο κοντά στο µέσον της M, όσο πιο µικρό είναι το σκέλος (Πόρισµα 1.10.6).

΄Ασκηση 1.10.4 ∆είξε ότι δύο ισοσκελή τρίγωνα ABΓ και A′B′Γ′ που έχουν ίσα σκέλη |ΓA| = |ΓB| =
|Γ′A′| = |Γ′B′| και ίσες γωνίες στην ϐάση, είναι ίσα.
Υπόδειξη : Τοποθέτησέ τα έτσι ώστε να συµπέσουν οι γωνίες τους στα B και B′ (Σχήµα 1.10.7-ΙΙ),

καθώς και οι BΓ και B′Γ′, λόγω της ισότητας των µηκών τους. Αν τα A, A′ ήταν διαφορετικά και το

A′ µακρύτερα του B απ΄ ότι το A, ϑα είχαµε την εξωτερική ω του τριγώνου AA′Γ στο A µεγαλύτερη

από την εσωτερική ω στο A′ (ω > ω), που είναι άτοπο. ΄Αρα και οι κορυφές A, A′ ϑα συµπίπτουν.

΄Ασκηση 1.10.5 ∆οθέντος σηµείου A εκτός ευθείας ε και γωνίας ω (0 < ω < 90), δείξε ότι υπάρχει ένα

το πολύ ισοσκελές τρίγωνο µε κορυφή το A, ϐάση επί της ε και γωνίες στην ϐάση ίσες µε ω.

΄Ασκηση 1.10.6 ∆είξε ότι σε κάθε τρίγωνο ABΓ το άθροισµα των µηκών των υψών του είναι µικρότερο

της περιµέτρου του.

΄Ασκηση 1.10.7 ∆είξε ότι κάθε τρίγωνο, στο οποίο µία γωνία του ισούται µε το άθροισµα των δύο άλλων,

χωρίζεται σε δύο ισοσκελή τρίγωνα.

΄Ασκηση 1.10.8 ∆είξε ότι δύο ορθογώνια τρίγωνα ABΓ και A′B′Γ′ που έχουν ίσες υποτείνουσες και µία
γωνία ω, διαφορετική της ορθής, ίση είναι ίσα.

Υπόδειξη : Προέκτεινε την κάθετο BΓ που πρόσκειται στην ω κατά το διπλάσιο έως το ∆ (Σχήµα

1.10.8-Ι). Προκύπτει το ισοσκελές AB∆. Ανάλογα προκύπτει ισοσκελές A′B′∆′ από το ορθογώνιο

A′B′Γ′. Τα δύο ισοσκελή AB∆ και A′B′∆′ έχουν ίσα σκέλη και ίσες γωνίες στη ϐάση, άρα είναι ίσα

(΄Ασκηση 1.10.4). Τότε και τα µισά τους ορθογώνια ABΓ και A′B′Γ′ είναι ίσα.

΄Ασκηση 1.10.9 ∆είξε ότι η διάµεσος AM τριγώνου ABΓ µε άνισες πλευρές AB, AΓ, γέρνει προς τη

µεριά της µικρότερης. Επίσης, από τις γωνίες’BAM και ‘MAΓ, µεγαλύτερη είναι αυτή που πρόσκειται

στην µικρότερη πλευρά. Συµπέρανε, ότι το ίχνος της διχοτόµου A∆ είναι πιο κοντά σε εκείνη την κορυφή

από τις B και Γ, που ανήκει επίσης στην µικρότερη πλευρά (Σχήµα 1.10.8-ΙΙ).
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Σχήµα 1.10.8: ΄Ισα ορθογώνια τρίγωνα Κλίση διαµέσου

΄Ασκηση 1.10.10 ∆είξε το αντίστροφο της προηγούµενης άσκησης. ∆ηλαδή, αν η διάµεσος AM γέρνει

προς το B, τότε |AB| < |AΓ| και’BAM > ‘MAΓ.

1.11 Η τριγωνική ανισότητα

Υπάρχουν τόσες ϐαθµίδες στο ανθρώπινο πνεύµα όσες οργιές

υπάρχουν από εδώ ώς τον ουρανό και τόσο αναρίθµητες.

Michel de Montaigne, Περί της ανισότητας που υπάρχει ανάµεσά µας

Η τριγωνική ανισότητα είναι ϑεµελιώδους σηµασίας στην γεωµετρία και οδηγεί στην επιβεβαίωση της

διαίσθησης, ότι το ευθύγραµµο τµήµα είναι ο συντοµότερος δρόµος µεταξύ δύο σηµείων.

Θεώρηµα 1.11.1 Σε κάθε τρίγωνο ABΓ το άθροισµα των µηκών των δύο πλευρών του είναι µεγαλύτερο

του µήκους της τρίτης πλευράς.
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Σχήµα 1.11.1: Τριγωνική ανισότητα Ανισότητα για τη διαφορά

Απόδειξη : ΄Εστω ότι η a = |BΓ| είναι η µεγαλύτερη από όλες τις πλευρές. Αρκεί να δείξουµε ότι

a < b + c. Προς τούτο προέκτεινε την AB κατά τµήµα A∆ ίσο µε AΓ. Στο τρίγωνο ∆BΓ που

σχηµατίζεται, η γωνία ‘BΓ∆ = ‘BΓA +‘AΓ∆ είναι µεγαλύτερη της ‘Γ∆B, άρα (Θεώρηµα 1.10.3) και η

πλευρά B∆, για την οποία |B∆| = b + c, ϑα είναι µεγαλύτερη της BΓ µε |BΓ| = a, ο.ε.δ.

Θεώρηµα 1.11.2 Σε κάθε τρίγωνο ABΓ η διαφορά των µηκών των δύο πλευρών του είναι µικρότερη

του µήκους της τρίτης πλευράς.

Απόδειξη : ΄Εστω ότι η πλευρά AΓ είναι µεγαλύτερη της AB (b > c). Αρκεί να δείξουµε ότι a > b − c.
Προς τούτο πάρε επί της AΓ τµήµα A∆ ίσο µε το AB. Στο τρίγωνο ∆BΓ που σχηµατίζεται, η γωνία‘B∆Γ είναι µεγαλύτερη της ‘∆BΓ. Τούτο, διότι ως εξωτερική της ϐασικής γωνίας ω του ισοσκελούς
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BA∆, είναι αµβλεία (Πόρισµα 1.10.3). Και αν ένα τρίγωνο έχει µία αµβλεία, αυτή είναι µεγαλύτε-

ϱη από τις δύο άλλες, που πρέπει να είναι οξείες (Πόρισµα 1.10.2). ΄Επεται ότι η πλευρά BΓ, που

είναι απέναντι στην αµβλεία δ =‘B∆Γ, είναι µεγαλύτερη της ∆Γ που έχει µήκος |∆Γ| = |AB|−|AΓ|, ο.ε.δ.

Σχόλιο Τα δύο ϑεωρήµατα, συνολικά, σηµαίνουν ότι σε κάθε τρίγωνο ισχύουν οι ανισότητες για

τα µήκη των πλευρών :

|a − b| < c < a + b, |b − c| < a < b + c, |c − a| < b < c + a.

Εύκολα επίσης ϐλέπει κανείς ότι όλες αυτές οι ανισότητες είναι ισοδύναµες µε την απαίτηση a < b+c,

όπου a η µεγαλύτερη πλευρά του τριγώνου.

Τεθλασµένη γραµµή λέγεται το σχήµα που αποτελείται από µία ακολουθία ευθυγράµµων τµηµάτων

AB, BΓ, ..., XY , YΩ, στην οποία, κάθε Ϲεύγος διαδοχικών τµηµάτων, έχει ένα ακριβώς κοινό άκρο
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Σχήµα 1.11.2: Τεθλασµένη Τεθλασµένης συντόµευση

(Σχήµα 1.11.2-Ι). Την τεθλασµένη αυτή συµβολίζουµε µε ABΓ...YΩ και λέµε ότι ενώνει τα σηµεία

A και Ω. Πλευρές της τεθλασµένης ονοµάζουµε τα ευθύγραµµα τµήµατα AB, BΓ, .... Μήκος της

τεθλασµένης λέγεται το άθροισµα των µηκών των πλευρών της |AB| + |BΓ| + ... + |YΩ|. Η τεθλασµένη

λέγεται κλειστή, όταν τα σηµεία A και Ω συµπίπτουν.

Πόρισµα 1.11.1 Το ευθύγραµµο τµήµα AΩ έχει µήκος |AΩ| µικρότερο από το µήκος κάθε τεθλασµένης
που ενώνει το A µε το Ω.

Απόδειξη : ∆οθείσης της τεθλασµένης AB...YΩ και ϕέρνοντας την AΓ σχηµατίζεται το τρίγωνο ABΓ

(Σχήµα 1.11.2-ΙΙ). Λόγω της τριγωνικής ανισότητας η νέα τεθλασµένη που προκύπτει AΓ∆E...XYΩ έχει

µικρότερο µήκος από το µήκος µ της αρχικής τεθλασµένης και µία πλευρά λιγότερη. Συνεχίζοντας

κατ᾿ αυτόν τον τρόπο µειώνουµε συνεχώς και το µήκος της τεθλασµένης και το πλήθος των πλευρών

της. Η διαδικασία συνεχίζεται µέχρι να ϕτάσουµε στο ευθύγραµµο τµήµα AΩ και η συνεχής µείωση

του µήκους µέχρι το |AΩ| δίνει την ανισότητα |AΩ| < µ, ο.ε.δ.

΄Ασκηση 1.11.1 ΄Εστω ότι το σηµείο ∆ είναι στο εσωτερικό του τριγώνου ABΓ . ∆είξε ότι το άθροισµα

των αποστάσεων του ∆ από τις κορυφές του τριγώνου είναι µικρότερο της περιµέτρου και µεγαλύτερο

της ηµιπεριµέτρου του τριγώνου.

΄Ασκηση 1.11.2 ΄Εστω ότι το σηµείο ∆ είναι στο εξωτερικό του τριγώνου ABΓ . ∆είξε ότι το άθροισµα

των αποστάσεων του ∆ από τις κορυφές του τριγώνου είναι µεγαλύτερο της ηµιπεριµέτρου του τριγώνου.

΄Ασκηση 1.11.3 ΄Εστω ότι το σηµείο ∆ είναι στο εσωτερικό του τριγώνου ABΓ . ∆είξε ότι το άθροισµα
|∆B| + |∆Γ| < |AB| + |AΓ| (Σχήµα 1.11.3-Ι).

΄Ασκηση 1.11.4 ∆είξε ότι η διάµεσος AM τριγώνου ABΓ έχει µήκος µικρότερο του ηµι-αθροίσµατος των

δύο προσκειµένων πλευρών της.
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Σχήµα 1.11.3: |∆B| + |∆Γ| < |AB| + |AΓ| |AM | < |AB|+|AΓ|
2

Υπόδειξη : Προέκτεινε την AM κατά το διπλάσιο έως το ∆ (Σχήµα 1.11.3-ΙΙ). Τα τρίγωνα AMB και

∆MΓ είναι ίσα ως έχοντα |AM | = |M∆|, |BM | = |MΓ| και τις περιεχόµενες γωνίες AMB και ΓM∆ ίσες.

Εποµένως, από την τριγωνική ανισότητα έχουµε 2|AM | = |A∆| < |AΓ| + |Γ∆| = |AΓ| + |AB|. Σηµείωσε

ότι ισχύει και η |AM | > 1
2
(|AB| + |AΓ| − |BΓ|) (Πόρισµα 3.12.3).

΄Ασκηση 1.11.5 ∆είξε ότι σε κάθε τρίγωνο το άθροισµα των µηκών των διαµέσων είναι µικρότερο της

περιµέτρου του τριγώνου.

1.12 Η κάθετος από σηµείο

(Ταπεινή τέχνη χωρίς ύφος,

πόσο αργά δέχοµαι το δίδαγµά σου !)

΄Ονειρο ανάγλυφο, ϑα᾿ ϱθώ κοντά σου

κατακορύφως.

Κ. Καρυωτάκης, Εµβατήριο πένθιµο και κατακόρυφο

Από το Πόρισµα 1.10.9 γνωρίζουµε ότι, αν υπάρχει µία κάθετος στην ευθεία ε, από σηµείο A εκτός

της ευθείας, τότε αυτή ϑα είναι µοναδική. Το επόµενο ϑεώρηµα δείχνει την ύπαρξη µιας τέτοιας

καθέτου. Για την κατασκευή χρησιµοποιούµε τη ϑεµελιώδη δυνατότητα κατασκευής µιας ορισµένης

γωνίας (Αξίωµα 1.4.2) µε πλευρά µια δοθείσα ευθεία και κορυφή ένα δοθέν σηµείο της ευθείας. Από

την ίδια ϑεµελιώδη δυνατότητα απορρέει και η ύπαρξη της καθέτου ε′ προς ευθεία ε από σηµείο A

επί της ευθείας ε (Πόρισµα 1.5.1). Η πρακτική κατασκευή της καθέτου µε τον κανόνα και το διαβήτη

ϑεµελιώνεται σε ιδιότητες του κύκλου και ϑα γίνει στα επόµενα (§ 2.4).
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Σχήµα 1.12.1: Κάθετος από σηµείο Απόσταση |AM | του A από την ευθεία ε

Θεώρηµα 1.12.1 Από σηµείο A εκτός ευθείας ε άγεται µία ακριβώς κάθετος σε αυτήν.
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Απόδειξη : Κατασκευάζουµε την κάθετο µέσω ενός ισοσκελούς τριγώνου ως εξής (Σχήµα 1.12.1-Ι).

Παίρνουµε ένα τυχαίο σηµείο B στην ε και ορίζουµε την ευθεία BA. Στο ηµιεπίπεδο ως προς ε,

το µη περιέχον το σηµείο A, ορίζουµε το ευθύγραµµο τµήµα BΓ που σχηµατίζει µε την ε την ίδια

γωνία που σχηµατίζει και η BA (Αξίωµα 1.4.2). Επί της ευθείας αυτής παίρνουµε σηµείο Γ, έτσι ώστε

|BΓ| = |BA|. Η ευθεία AΓ είναι η Ϲητούµενη. Πράγµατι, το τρίγωνο ABΓ είναι ισοσκελές µε ϐάση την

AΓ εκ κατασκευής και η ευθεία ε συµπίπτει µε τη διχοτόµο της κορυφής του. Συνεπώς, η ε ϑα είναι

κάθετη στην ϐάση AΓ του τριγώνου (Πόρισµα 1.8.2), ο.ε.δ.

Πόρισµα 1.12.1 (Απόσταση σηµείου από ευθεία) ΄Εστω A σηµείο εκτός ευθείας ε και AM η κάθετος

επ᾿ αυτήν. Για κάθε άλλο σηµείο B της ευθείας η AB είναι µεγαλύτερη της AM.

Απόδειξη : Για κάθε άλλο σηµείο B (Σχήµα 1.12.1-ΙΙ) σχηµατίζεται ορθογώνιο στο M τρίγωνο AMB µε

υποτείνουσα AB, που είναι πάντοτε µεγαλύτερη της καθέτου AM (Πόρισµα 1.10.5), ο.ε.δ.

Το σηµείο M ονοµάζεται (κάθετος ή ορθογώνια) προβολή του A επί της ευθείας ε. Το µήκος |AM | της

AM ονοµάζουµε απόσταση του σηµείου από την ευθεία.
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Σχήµα 1.12.2: Προεκτείνοντας το ύψος κατά το διπλάσιο Ελαχιστοποίηση του |EA| + |EB|

΄Ασκηση 1.12.1 Προέκτεινε το ύψος υα του τριγώνου ABΓ από το A, προς τη BΓ, κατά το διπλάσιο έως

το σηµείο E. Το τρίγωνο BEΓ που σχηµατίζεται είναι ίσο µε το ABΓ .

Υπόδειξη : Εφαρµόζοντας το ΠΓΠ-κριτήριο, δείξε πρώτα ότι τα τρίγωνα B∆A και B∆E (Σχήµα 1.12.2-Ι)

είναι ίσα και τα τρίγωνα A∆Γ και E∆Γ είναι επίσης ίσα. Κατόπιν, εφαρµόζοντας το ΠΠΠ-κριτήριο,

δείξε ότι και τα ABΓ και EBΓ είναι ίσα.

΄Ασκηση 1.12.2 ∆ίδονται δύο διαφορετικά σηµεία A και B από την ίδια µεριά της ευθείας ε και σηµείο

E κινούµενο επ᾿ αυτής. Να ϐρεθεί η ϑέση E′ του E για την οποία το άθροισµα των αποστάσεων |EA|+ |EB|
καθίσταται ελάχιστο (Σχήµα 1.12.2-ΙΙ).

Υπόδειξη : Πρόβαλλε το A στην ευθεία ε στο M και προέκτεινε την AM προς το M κατά το διπλάσιο

έως το σηµείο A′. Εκ κατασκευής η ε είναι τότε η µεσοκάθετος του AA′ και για κάθε σηµείο E της ε

τα τµήµατα EA και EA′ είναι ίσα. Συνεπώς, το άθροισµα |EA|+ |EB| = |EA′|+ |EB|. ΄Εστω E′ το σηµείο

τοµής της A′B και της ε. Για τα σηµεία E της ε, τα διαφορετικά του E′, στο τρίγωνο EBA′ ισχύει

πάντοτε |EA′| + |EB| ≥ |A′B|. Η ισότητα ισχύει µόνον όταν το σηµείο E ταυτίζεται µε το E′. Αυτό είναι

το σηµείο στο οποίο ελαχιστοποιείται η |EA| + |EB|.

΄Ασκηση 1.12.3 ∆ίδονται δύο διαφορετικά σηµεία A και B από την ίδια µεριά της ευθείας XY και

σηµείο E κινούµενο επ᾿ αυτής. Να ϐρεθεί η ϑέση Z του E για την οποία οι γωνίες ‘AZX και ‘BZY είναι

ίσες.

Υπόδειξη : ΄Εστω ότι λύθηκε το πρόβληµα και ϐρέθηκε η ϑέση του Z (Σχήµα 1.12.3). Προέκτεινε τη

ZB και πάρε επ᾿ αυτής ZA′ ίσο µε το ZA. Το τρίγωνο ZAA′ είναι ισοσκελές και η XY εκ κατασκευής

είναι διχοτόµος της γωνίας στην κορυφή του Z . Συνεπώς, η AA′ είναι κάθετος στην XY και την τέµνει
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Σχήµα 1.12.3: Σηµείο ανάκλασης Z από το A στο B

στο µέσον M της AA′ (Πόρισµα 1.8.2). Συνεπώς το A′ προσδιορίζεται από τα δεδοµένα ϕέρνοντας

κάθετο AM από το A στην XY και προεκτείνοντας αυτήν προς το M κατά το διπλάσιο. Η τοµή της A′B
µε τη XY προσδιορίζει το Ϲητούµενο σηµείο.

Σχόλιο Είναι αξιοσηµείωτο ότι η λύση των δύο τελευταίων ασκήσεων ορίζεται από το ίδιο σηµείο.

Στην ϕυσική αυτό αντιστοιχεί στο νόµο της ανάκλασης, κατά τον οποίον µια ακτίνα που εκπέµπεται

από το A, ανακλάται στην XY (κάτοπτρο) και η εξ ανακλάσεως ακτίνα που περνά από το B, έχει

δύο ιδιότητες ταυτόχρονα: α) το µήκος |AZ | + |ZB| είναι το ελάχιστο δυνατόν, ϐ) η γωνία ‘AZX (η

συµπληρωµατική αυτής λέγεται γωνία πρόσπτωσης) (Σχήµα 1.12.3) είναι ίση µε τη γωνία ‘YZB (η

συµπληρωµατική αυτής λέγεται γωνία ανάκλασης).

΄Ασκηση 1.12.4 ∆ίδεται ευθεία ε και δύο σηµεία A, B από την ίδια µεριά της ευθείας. Να ϐρεθεί σηµείο

Γ επί της ε για το οποίο η διαφορά ||ΓA| − |ΓB|| γίνεται µέγιστη. Να εξετασθεί το ίδιο πρόβληµα στην

περίπτωση που τα A και B είναι σε διαφορετικές µεριές της ε.

΄Ασκηση 1.12.5 ∆είξε ότι, αν |AB| < |AΓ|, τότε η προβολή ∆ της κορυφής A στην πλευρά BΓ του

τριγώνου ABΓ είναι πιο κοντά στο B από ότι στο Γ (|B∆| < |∆Γ|).

1.13 Η παράλληλος από σηµείο

Αλλά η µηχανή εκείνη δεν ήταν τίποτε µπροστά στον Αρχιµήδη και

στα µηχανήµατά του. Ο ίδιος δεν τα ϑεωρούσε τίποτε άξιο προσοχής,

γιατί τα περισσότερα τα είχε δηµιουργήσει ως πάρεργο, παίζοντας µε

τα γεωµετρικά προβλήµατα ...

Πλούταρχος, Βίοι παράλληλοι, Πελοπίδας−Μάρκελλος

Η επόµενη πρόταση αποφαίνεται για την ύπαρξη µιας παραλλήλου. ∆εν λέει όµως τίποτε για τη

µοναδικότητα αυτής της παραλλήλου. Θα δούµε παρακάτω ότι εδώ απαιτείται µια ϐασική υπόθεση

(αξίωµα), κατά την οποία δεχόµαστε ότι δεν υπάρχει άλλη παράλληλος από την κατασκευασθείσα. Οι

προτάσεις που αποδείξαµε µέχρι τούδε δεν χρειάσθηκαν πουθενά την υπόθεση της µοναδικότητας

της παραλλήλου. Στηρίζονται αποκλειστικά στις ιδιότητες (αξιώµατα) για ευθείες, γωνίες και τρίγωνα,

που δεχθήκαµε ότι ισχύουν (στις παραγράφους 1.2-1.6). Τέτοιες προτάσεις αποτελούν το αντικείµενο

της λεγόµενης απόλυτης Γεωµετρίας.

Οι προτάσεις της Απόλυτης Γεωµετρίας, στις οποίες εντάσσονται και όλες οι προτάσεις που απο-

δείξαµε µέχρι τώρα, έχουν ισχύ τόσο στην Ευκλείδεια Γεωµετρία, όπου δεχόµαστε τη µοναδικότητα

της παραλλήλου, όσο και στην λεγόµενη υπερβολική Γεωµετρία (µια σύντοµη επισκόπηση της ο-

ποίας δίδεται στην § 7.9), στην οποία δεχόµαστε ότι υπάρχουν περισσότερες από µία παράλληλες



34 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΟΙ ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

από σηµείο A προς ευθεία ε. ∆ύο τελευταίες προτάσεις της Απόλυτης Γεωµετρίας αποδεικνύουµε

και στην επόµενη παράγραφο, για να περάσουµε κατόπιν στην Ευκλείδεια Γεωµετρία δεχόµενοι τη

µοναδικότητα της παραλλήλου.
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Σχήµα 1.13.1: Παράλληλος από σηµείο

Πρόταση 1.13.1 Από σηµείο A εκτός ευθείας ε άγεται µία παράλληλος δ προς αυτήν.

Απόδειξη : Κατά τα προηγούµενα (Θεώρηµα 1.12.1), υπάρχει η κάθετος AB επί την ε. Επίσης

κατασκευάζεται η κάθετος δ της AB στο σηµείο της A (Πόρισµα 1.5.1). Οι ευθείες ε και δ, κατά το

Πόρισµα 1.10.8, είναι παράλληλες , ο.ε.δ.

΄Ασκηση 1.13.1 Στα σηµεία A και B µίας ευθείας και από την ίδια µεριά της ύψωσε δύο ίσες κάθετες

A∆ και BΓ. ∆είξε ότι η Γ∆ είναι παράλληλος της ευθείας AB.
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Σχήµα 1.13.2: Τραπέζιο Saccheri

Υπόδειξη : Τα τρίγωνα AB∆ και ABΓ είναι ίσα (Σχήµα 1.13.2), ως έχοντα την AB κοινή, τις A∆ και BΓ

ίσες εκ κατασκευής και τις περιεχόµενες σε αυτές γωνίες ίσες ως ορθές (ΠΓΠ-κριτήριο). Συνάγεται

ότι οι AΓ και B∆ είναι ίσες και απ᾿ αυτό, ότι και τα τρίγωνα A∆Γ και B∆Γ είναι ίσα (ΠΠΠ-κριτήριο).

Από την ισότητα των τελευταίων τριγώνων, συνάγεται και η ισότητα των γωνιών ‘X∆A και ‘YΓB. Τώρα,

στην απόδειξη ότι οι AB και Γ∆ δεν τέµνονται, πάµε διά της εις άτοπον απαγωγής. Υπόθεσε ότι αυτές

τέµνονται σε σηµείο Z και σχηµατίζουν σε αυτό γωνία ζ . Τότε, στο τρίγωνο ∆AZ , η εξωτερική γωνία

στο ∆ ϑα είναι ω > 90◦, στο δε BΓZ η εξωτερική γωνία στο B ϑα είναι 90◦ > ω. Από τις δύο αυτές

συνάγεται ότι ω > ω, που είναι άτοπο. ΄Αρα οι AB και Γ∆ είναι παράλληλες.

Σχόλιο Το σχήµα ABΓ∆ της προηγουµένης άσκησης, ονοµάζεται Τραπέζιο του Saccheri (1667-1733)

και έπαιξε ιδιαίτερο ϱόλο στην ιστορία της Υπερβολικής Γεωµετρίας. Μετά την παραδοχή του αξιώµα-

τος των παραλλήλων, ϑα δούµε ότι η γωνία ω είναι ορθή. Στην παρούσα ϕάση όµως, όπου δεν έχουµε

ακόµη κάνει κάποια παραδοχή για τις παράλληλες, δεν µπορούµε να αποδείξουµε κάτι τέτοιο.

΄Ασκηση 1.13.2 Από τα σηµεία A και A′ ευθείας ε και προς το ίδιο µέρος της ϕέρε δύο ίσα τµήµατα

AB, A′B′ και µε την ίδια κλίση ω προς την ε. ∆είξε ότι η BB′ είναι παράλληλος της ε.

Υπόδειξη : Φέρε τις καθέτους BΓ και B′Γ′ προς την ε (Σχήµα 1.13.3). Τα ορθογώνια τρίγωνα ABΓ

και A′B′Γ′ έχουν ίσες υποτείνουσες και µία γωνία (ω) διαφορετική της ορθής ίση, συνεπώς είναι ίσα

(΄Ασκηση 1.10.8). Συνεπώς, οι κάθετες BΓ και B′Γ′ είναι ίσες και το συµπέρασµα προκύπτει από την

΄Ασκηση 1.13.1.
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Σχήµα 1.13.3: ΄Ισα ευθύγραµµα τµήµατα που ορίζουν µία παράλληλο

΄Ασκηση 1.13.3 ΄Εστω ότι οι διχοτόµοι της γωνίας A τριγώνου ABΓ τέµνουν την απέναντι πλευρά στα

σηµεία : ∆ (εσωτερική) και E (εξωτερική). Πρόβαλλε την κορυφή B στο Z επί της AE και διπλασίασε το

τµήµα BZ προς το Z µέχρι το H. ∆είξε ότι το H είναι επί της ευθείας AΓ. ∆είξε επίσης ότι η HB είναι

παράλληλος της A∆.
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Σχήµα 1.13.4: Παράλληλη της διχοτόµου

Υπόδειξη : Τα ορθογώνια τρίγωνα ABZ και AHZ είναι ίσα εκ κατασκευής (ΠΓΠ-κριτήριο), άρα οι

γωνίες τους στο A είναι ίσες και επειδή η AZ είναι διχοτόµος της παραπληρωµατικής της γωνίας στο

A, η AH ϑα συµπίπτει µε την ευθεία AΓ (Σχήµα 1.13.4). Οι δύο ευθείες A∆ και ZB είναι κάθετες

στην AE, άρα δεν τέµνονται (Θεώρηµα 1.12.1).

1.14 Το άθροισµα γωνιών τριγώνου

Απλώς επινοώ, µετά περιµένω να γίνουν αναγκαία αυτά που επινόησα.

Richard Buckminster Fuller, Time 10/6/1964

Στις αποδείξεις των δύο εποµένων ϑεωρηµάτων (που οφείλονται στον Legendre (1752-1833), ([Bon12,

σ.55], [AP88, σ. 80])) και πάλι δεν ϑα χρησιµοποιήσουµε κάποια ιδιότητα των παραλλήλων. Αυτά

τα ϑεωρήµατα ευρίσκονται, κατά κάποιο τρόπο, στο σύνορο µεταξύ της Απόλυτης Γεωµετρίας και των

άλλων Γεωµετριών (Ευκλείδειας και Υπερβολικής). Το δεύτερο ϑεώρηµα ϕανερώνει, ότι αν ισχύουν τα

αξιώµατα για ευθείες, γωνίες και τρίγωνα που δεχθήκαµε στις παραγράφους 1.2-1.6 και στο επίπεδο

ϐρεθεί κάποιο τρίγωνο ABΓ µε άθροισµα γωνιών α + ' + γ = 180◦, τότε και κάθε άλλο τρίγωνο του

επιπέδου αυτού ϑα έχει άθροισµα γωνιών 180◦ και ϑα ισχύει η µοναδικότητα της παραλλήλου από

σηµείο προς ευθεία, δηλαδή στο επίπεδο αυτό ϑα ισχύει η Ευκλείδεια Γεωµετρία. Παρόµοια, αν

στο επίπεδο ϐρεθεί κάποιο τρίγωνο ABΓ µε άθροισµα γωνιών α + ' + γ < 180◦, τότε και σε κάθε

άλλο τρίγωνο αυτού του επιπέδου το άθροισµα των γωνιών ϑα είναι µικρότερο των 180◦ και ϑα ισχύει

ένα άλλο είδος γεωµετρίας, διαφορετικό της Ευκλείδειας, η Υπερβολική Γεωµετρία ή γεωµετρία των

Bolyai 1802-1860 και Lobatsevski 1792-1856 [AP88, σ. 98], που αναφέρθηκε και στην προηγούµενη

παράγραφο, και ένα µοντέλο της περιγράφεται στην § 7.9.

Θεώρηµα 1.14.1 (Θεώρηµα των Saccheri-Legendre) Σε κάθε τρίγωνο ABΓ το άθροισµα των γωνιών

του είναι µικρότερο ή ίσο του 180 (α + ' + γ ≤ 180◦).
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Απόδειξη : Με εις άτοπον απαγωγή. Ξεκινάµε µε την υπόθεση ότι υπάρχει τρίγωνο ABΓ µε α+'+γ >

180◦ και δείχνουµε ότι αυτό οδηγεί σε άτοπο. Τοποθετούµε ν αντίγραφα του ιδίου τριγώνου στην

σειρά, έτσι ώστε οι ϐάσεις τους B1Γ1, Γ1Γ2,... να είναι διαδοχικά ίσα ευθύγραµµα τµήµατα της

Α1

Β1 Γ1

Α2

Γ2

Α3

Γ3

Α4

Γ4

Α5

Γ5

Αν-1

Γν-1

Αν

Γν

α α α α α α α α

β β β β β β β βγ γ γ γ γ γ γ γω ω ω ω ω ω

Σχήµα 1.14.1: Μια ακολουθία ίσων τριγώνων

ίδιας ευθείας (Αξίωµα 1.3.3), (Σχήµα 1.14.1). Επί πλέον υποθέτουµε ότι η πλευρά |AΓ| ≤ |BΓ|.
∆ηµιουργούνται τότε τα τρίγωνα A1Γ1A2, A2Γ2A3 ..., τα οποία, αποδεικνύεται εύκολα (ΠΓΠ-κριτήριο),

ότι είναι ίσα µεταξύ τους. Αν ω = |◊�A1Γ1A2|, τότε η '+ω+γ = 180◦ µαζί µε την υπόθεση α+'+γ > 180◦
συνεπάγεται ότι ω < α. Συνεπώς, συγκρίνοντας τα τρίγωνα A1B1Γ1 και A1Γ1A2, που έχουν τις πλευρές

τους στις κορυφές A1 και Γ1 αντίστοιχα ίσες και τις περιεχόµενες γωνίες άνισες (ω < α), κατά το

Θεώρηµα 1.10.4, συµπεραίνουµε ότι οι τρίτες πλευρές τους ϑα είναι αντίστοιχα άνισες |A1A2| < |B1Γ1|.
Συγκρίνουµε τώρα τα µήκη των δύο γραµµών που ενώνουν τα B1 και Γν. Κατά το Πόρισµα 1.11.1 το

µήκος του ευθυγράµµου τµήµατος |B1Γν | = ν|B1Γ1| ϑα είναι µικρότερο του µήκους της τεθλασµένης

γραµµής B1A1A2A3...AνΓν, το οποίο είναι |B1A1| + (ν − 1)|A1A2| + |A1Γ1|. Από την ανισότητα

ν|B1Γ1| < |B1A1| + (ν − 1)|A1A2| + |A1Γ1|

λόγω της |A1Γ1| ≤ |B1Γ1| που υποθέσαµε παραπάνω προκύπτει ότι

ν|B1Γ1| < |B1A1| + (ν − 1)|A1A2| + |B1Γ1|.

Από αυτήν πάλι προκύπτει µε απλές πράξεις η

(ν − 1)(|B1Γ1| − |A1A2|) < |B1A1|.

Η ανισότητα αυτή είναι αντιφατική, διότι, όπως σηµειώσαµε παραπάνω, το αριστερό µέλος της είναι

ϑετικό και αυξάνει πέρα από κάθε όριο καθώς αυξάνει το ν, ενώ το δεξί είναι σταθερό. Η αντίφαση,

στην οποία οδηγηθήκαµε υποθέτοντας ότι α+'+γ > 180◦, συνεπάγεται ότι πρέπει να ισχύει α+'+γ ≤
180◦, ο.ε.δ.

Θεώρηµα 1.14.2 (Θεώρηµα του Legendre) Αν υπάρχει ένα τρίγωνο ABΓ του επιπέδου E, του οποίου

το άθροισµα των γωνιών είναι 180◦, τότε και για κάθε άλλο τρίγωνο A′B′Γ′ του E, το άθροισµα γωνιών

του ϑα είναι επίσης 180◦.

Απόδειξη : Την απόδειξη, που είναι κάπως εκτεταµένη, χωρίζουµε σε τρία λήµµατα.

Α

Β Γ

α

β γ

Δ
Β'

β

α

γ Γ'

Α

Β' Γ'

Β'' Γ''

Σχήµα 1.14.2: ΄Ιδιες γωνίες αλλά µεγάλες πλευρές
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Λήµµα 1.14.1 Αν το τρίγωνο ABΓ έχει άθροισµα γωνιών 180◦, τότε υπάρχει τρίγωνο A′B′Γ′ µε τις
ίδιες γωνίες και πλευρές |A′B′| = 2ν · |AB|, |A′Γ′| = 2ν · |AΓ|, για οσοδήποτε µεγάλο ν.

Απόδειξη : ΄Εστω ότι το τρίγωνο ABΓ έχει άθροισµα γωνιών α + ' + γ = 180◦. Προεκτείνουµε την AB

και κατασκευάζουµε τρίγωνο BB′∆ ίσο µε το ABΓ (Σχήµα 1.14.2). Τότε και το τρίγωνο B∆Γ είναι

ίσο µε το BAΓ, διότι τα δύο τρίγωνα έχουν την πλευρά BΓ κοινή, |B∆| = |AΓ| και την περιεχόµενη

γωνία ίση µε γ. Προεκτείνουµε κατόπιν την AΓ κατά το διπλάσιο και ορίζουµε το Γ′ µε |AΓ′ = 2|AΓ|.
Τότε το τρίγωνο Γ∆Γ′ είναι και αυτό ίσο µε το ABΓ . Επίσης επειδή στο ∆ οι γωνίες αθροίζονται

σε 180◦, τα B′, ∆, Γ′ είναι επ΄ ευθείας. Συνολικά, λοιπόν, το AB′Γ′ έχει τις ίδιες γωνίες µε το

ABΓ αλλά διπλάσιες πλευρές. Η απόδειξη του λήµµατος προκύπτει επαναλαµβάνοντας ν ϕορές την

προηγούµενη διαδικασία. ο.ε.δ.

Α=Α'

Β'
Γ'

Bν Γν

Α

Β' Γ' Δ

α'
α

(Ι) (ΙΙ)

Σχήµα 1.14.3: Τρίγωνα µε µία κοινή γωνία Τρίγωνα µε α′ < α

Λήµµα 1.14.2 Αν το τρίγωνο ABΓ του επιπέδου E έχει άθροισµα γωνιών 180◦ και το τρίγωνο A′B′Γ′
έχει µία από τις γωνίες του ίση µε µία γωνία του ABΓ , τότε και το A′B′Γ′ ϑα έχει άθροισµα γωνιών 180◦.

Απόδειξη : Ας υποθέσουµε ότι τα δύο τρίγωνα έχουν ίσες γωνίες στα A και A′ αντίστοιχα (Σχήµα 1.14.3-

Ι). Τότε τα τοποθετούµε έτσι ώστε οι ίσες γωνίες να συµπέσουν, τα A, B′, B να γίνουν συνευθειακά

και τα A, Γ′, Γ να γίνουν επίσης συνευθειακά. Στην ανάγκη µεγαλώνοντας το ABΓ µε τον τρόπο του

προηγουµένου λήµµατος, µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι το ABνΓν έχει τις ίδιες γωνίες µε το ABΓ

και είναι τόσο µεγάλο, ώστε το B′ να είναι µεταξύ των A, Bν και το Γ′ να είναι µεταξύ των A και Γν
(Σχήµα 1.14.3-Ι). Φέρνοντας τότε τη BΓν, χωρίζουµε το BΓΓνBν σε δύο τρίγωνα. Εφαρµόζοντας σε

κάθε ένα από αυτά τα τρίγωνα την ανισότητα του προηγουµένου ϑεωρήµατος και προσθέτοντας τις

δύο ανισότητες που προκύπτουν, έχουµε

' + γ + (180◦ − '′) + (180◦ − γ′) ≤ 2 · 180◦,

που είναι ισοδύναµη µε τη

' + γ ≤ '′ + γ′.
Προσθέτοντας και στα δύο µέλη της ανισότητας την κοινή γωνία α έχουµε

180◦ = α + ' + γ ≤ α + '′ + γ′ ≤ 180◦,

που συνεπάγεται ότι α + '′ + γ′ = 180◦, ο.ε.δ.

Λήµµα 1.14.3 Αν το τρίγωνο A′B′Γ′ έχει µία γωνία του µικρότερη από µία γωνία του ABΓ , που έχει

άθροισµα γωνιών 180◦, τότε και το A′B′Γ′ έχει άθροισµα γωνιών 180◦.

Απόδειξη : Προέκτεινε τη B′Γ′ και πάρε προς το Γ′ το σηµείο ∆, έτσι ώστε η γωνία B′A∆ να έχει µέτρο

α (Σχήµα 1.14.3-ΙΙ). Αν τα τρίγωνα AB′Γ′, Γ′A∆ έχουν αντίστοιχα αθροίσµατα γωνιών Σ1, Σ2, τότε,

κατά το προηγούµενο λήµµα, εφαρµοζόµενο στο AB′∆,

Σ1 + Σ2 = 2 · 180◦.

Κατά το Θεώρηµα 1.14.1, ϑα πρέπει Σ1 ≤ 180◦ και Σ2 ≤ 180◦. ΄Αρα, για να ισχύει η προηγούµενη

ισότητα, ϑα πρέπει και Σ1 = 180◦ και Σ2 = 180◦, ο.ε.δ.
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Απόδειξη : (του ϑεωρήµατος 1.14.2) ΄Εστω ότι το τρίγωνο ABΓ έχει άθροισµα γωνιών α+'+γ = 180◦
και A′B′Γ′ τυχόν άλλο τρίγωνο µε γωνίες α′, '′, γ′. ∆εν µπορεί να ισχύουν ταυτόχρονα και οι τρεις

ανισότητες α < α′, ' < '′, γ < γ′, διότι τότε, προσθέτοντας κατά µέλη ϑα έχουµε

180◦ = α + ' + γ < α′ + '′ + γ′,

που αντιφάσκει στο Θεώρηµα 1.14.1. ΄Αρα, µία τουλάχιστον απ᾿ αυτές δεν ϑα ισχύει, ας πούµε η

πρώτη, και αντ᾿ αυτής ϑα ισχύει η

α′ ≤ α.
Τότε, εφαρµόζοντας το τελευταίο λήµµα, ϑα έχουµε ότι και για το τρίγωνο A′B′Γ′ το άθροισµα γωνιών

του α′ + '′ + γ′ = 180◦, ο.ε.δ.
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Σχήµα 1.14.4: Κατασκευή από ισοσκελές ορθογώνιο

΄Ασκηση 1.14.1 ΄Εστω ABΓ ισοσκελές ορθογώνιο στο B τρίγωνο και BE η διάµεσος αυτού. Προέκτεινε

τη BE προς το E µέχρι διπλασιασµού της στο ∆. ∆είξε ότι τα τρίγωνα που δηµιουργούνται : ABE, BEΓ,

ΓE∆ και ∆EA είναι ίσα. ∆είξε επίσης ότι οι ευθείες AB και ∆Γ είναι παράλληλες (Σχήµα 1.14.4).

Σχόλιο Σηµείωσε ότι µε τα µέσα που διαθέτουµε έως τώρα, δεν µπορούµε να αποδείξουµε ότι εκτός

των γωνιών στα B, ∆ και οι γωνίες στα Γ και A του ABΓ∆ είναι ορθές. Χρειάζεται γι᾿ αυτό το αξίωµα

των παραλλήλων, που ϑα µελετήσουµε στην επόµενη παράγραφο. Ωστόσο οι γνώσεις µας επαρκούν

για να δείξουµε την παραλληλία των AB και Γ∆, καθώς και την παραλληλία των BΓ και A∆.

1.15 Το αξίωµα των παραλλήλων

Ο σχεδιασµός µου σ᾿ αυτό το ϐιβλίο δεν είναι να εξηγήσω τις Ιδιότητες του

Φωτός µε Υποθέσεις, αλλά να τις αποδείξω µε Λογική και Πειράµατα. Γι᾿

αυτό ϑα προτάξω τους επόµενους Ορισµούς και Αξιώµατα.

Isaac Newton, Οπτική

Οι προτάσεις που αποδείξαµε µέχρι τώρα εντάσσονται, όπως σηµειώσαµε στις δύο προηγούµενες πα-

ϱαγράφους, στα πλαίσια της απόλυτης γεωµετρίας, στην οποία δεν χρησιµοποιούµε ιδιότητες (αξιώµα-

ε'

ε

Α

Σχήµα 1.15.1: ε′ µοναδική παράλληλος της ε από το A

τα) µοναδικότητας ή µη παραλλήλων από σηµείο προς ευθεία. Στην παράγραφο αυτή διαβαίνουµε το
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σύνορο της απόλυτης γεωµετρίας και µπαίνουµε στην επικράτεια της Ευκλείδειας γεωµετρίας και τη

µελέτη σχηµάτων και ιδιοτήτων τους που εξαρτώνται από τη συµπεριφορά των παραλλήλων ευθειών.

Η Ευκλείδεια Γεωµετρία, εκτός των ιδιοτήτων ευθειών, γωνιών και τριγώνων που δεχθήκαµε στις

Παραγράφους 1.2-1.6, αποδέχεται και την ισχύ της µοναδικότητας της παραλλήλου, δηλαδή ότι :

Αξίωµα 1.15.1 Από σηµείο A, εκτός ευθείας ε, άγεται µία και µόνον παράλληλος ε′ προς την ε.

Πόρισµα 1.15.1 Αν η ευθεία α τέµνει την ευθεία ', τότε, και µία παράλληλος α′ της α, ϑα τέµνει

επίσης τη '.

A

A'α'

α

β

ε'

ε

Α

Β

(Ι) (ΙΙ)

Σχήµα 1.15.2: Αν τέµνει η α τέµνει και η παράλληλος α′ Παράλληλος από το A

Απόδειξη : Αν η α′ δεν έτεµνε τη ' (Σχήµα 1.15.2-Ι), τότε από το σηµείο τοµής A των α και ' ϑα είχαµε

δύο διαφορετικές παραλλήλους προς την α′: την α και τη ', που είναι άτοπο. ΄Αρα η α′ τέµνει τη ',

ο.ε.δ.

Στην παράγραφο 1.13 είδαµε ένα τρόπο κατασκευής µιας παραλλήλου. Γενικότερα, µπορούµε να

ϑεωρήσουµε από το A µια τέµνουσα AB της ε, όχι κατ᾿ ανάγκην κάθετο στην ε (Πόρισµα 1.10.8) και

να κατασκευάσουµε την παράλληλο , σχηµατίζοντας στο A την ίδια γωνία ω που σχηµατίζει η AB µε

την ε (στο B) (Σχήµα 1.15.2-ΙΙ). Λόγω της ϐασικής υπόθεσης της µοναδικότητας, αυτή ϑα είναι η µία

και µοναδική παράλληλος της ε που άγεται από το A.

Θεώρηµα 1.15.1 Από την υπόθεση της µοναδικότητας της παραλλήλου έπεται ότι το άθροισµα των

µέτρων των γωνιών ενός τριγώνου α + ' + γ = 180◦.
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Σχήµα 1.15.3: Το άθροισµα γωνιών τριγώνου Εξωτερική γωνία τριγώνου

Απόδειξη : Κάνουµε δύο ϕορές την κατασκευή της παραλλήλου προς τη ϐάση ε = BΓ του τριγώνου

από την απέναντι κορυφή A (Σχήµα 1.15.3-Ι). Την πρώτη ϕορά ϑεωρούµε τέµνουσα την AB και

ϕέρνουµε την ε′, σχηµατίζοντας στο A γωνία ίση µε τη '. Τη δεύτερη ϕορά κάνουµε την ίδια εργασία

χρησιµοποιώντας ως τέµνουσα την AΓ και ϕέρνουµε την ε′′, σχηµατίζοντας στο A γωνία ίση µε τη γ.

Από τη µοναδικότητα της παραλλήλου, προκύπτει ότι οι παράλληλες ε′, ε′′ της ε ταυτίζονται και στο

A σχηµατίζονται οι τρεις γωνίες του τριγώνου και το άθροισµά τους που είναι 180◦, ο.ε.δ.

Πόρισµα 1.15.2 Κάθε εξωτερική γωνία τριγώνου έχει µέτρο το άθροισµα των µέτρων των δύο εντός

και απέναντι γωνιών (Σχήµα 1.15.3-ΙΙ).
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Σχήµα 1.15.4: Γωνίες ορθογωνίου τριγώνου Το αξίωµα παραλληλίας κατά Ευκλείδη

Πόρισµα 1.15.3 Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο το άθροισµα των οξειών γωνιών του είναι µία ορθή γωνία

(Σχήµα 1.15.4-Ι).

Πόρισµα 1.15.4 Αν ευθεία ζ , προσπίπτουσα σε δύο άλλες ε και ε΄, τις τέµνει αντίστοιχα στα A και

B, σχηµατίζοντας σε αυτά γωνίες εντός και επί τα αυτά µέρη α και ' µε α + ' < 180◦, τότε οι ε και ε΄
τέµνονται σε σηµείο Γ προς το µέρος των γωνιών α και ' (Σχήµα 1.15.4-ΙΙ).

Απόδειξη : Κατ᾿ αρχήν οι ε, ε′ δεν µπορεί να µην τέµνονται, δηλαδή να είναι παράλληλοι, διότι τότε

ϑα είχαµε α + ' = 180◦, αντίθετα µε την υπόθεση. Κατόπιν δεν µπορεί να τέµνονται από την άλλη

µεριά, διότι µαζί µε το σηµείο τοµής Γ ϑα σχηµατιζόταν τρίγωνο µε άθροισµα γωνιών µεγαλύτερο των

180◦, που είναι άτοπο, ο.ε.δ.

Σχόλιο Στα στοιχεία του Ευκλείδη το αξίωµα της παραλληλίας διατυπώνεται στην µορφή του τε-

λευταίου πορίσµατος, που εδώ αποδεικνύεται ως συνέπεια του αξιώµατος παραλληλίας. Το επόµενο

πρόβληµα δείχνει ότι οι δύο ιδιότητες είναι ισοδύναµες, δηλαδή αν µία από αυτές ϑεωρηθεί ως αξίωµα

η άλλη αποδεικνύεται ως ϑεώρηµα.

΄Ασκηση 1.15.1 ∆είξε ότι, αν υποθέσουµε την ισχύ της ιδιότητας του τελευταίου πορίσµατος, τότε µπο-

ϱούµε να αποδείξουµε ότι από σηµείο A εκτός ευθείας ε άγεται µία και µόνον παράλληλη προς την

ε.

Υπόδειξη : Βάσει του σχήµατος 1.15.4-ΙΙ. ΄Εστω η παράλληλος ε′′ της ε′ από το A, που κατασκευάζεται

ϕέροντας τέµνουσα της ζ που σχηµατίζει στο A γωνία α′′ µε α′′ +' = 180◦. Μια ευθεία ε διαφορετική

της ε′′, ϑα σχηµατίζει στο A γωνία διαφορετική της α′′ και συνεπώς, από κάποια µεριά της ευθείας ζ

ϑα σχηµατίζονται δύο γωνίες εντός και επί τα αυτά µέρη µε α+' < 180◦, άρα οι ευθείες ϑα τέµνονται

από εκείνη τη µεριά. ΄Αρα υπάρχει µία και µόνο παράλληλος της ε′ από το A.

Β Β Β

ΑΑΑ

(α) (β) (γ)

Σχήµα 1.15.5: Ευθεία προσπίπτουσα σε δύο παραλλήλους

Πόρισµα 1.15.5 Ευθεία AB προσπίπτουσα σε παραλλήλους ε και ε′ σχηµατίζει :
α) Τις εντός - εκτός (σχήµα 1.15.5 (α)) και επί τα αυτά µέρη γωνίες ίσες,

ϐ) Τις εντός και εναλλάξ (σχήµα 1.15.5 (ϐ)) γωνίες ίσες,
γ) Τις εντός και επί τα αυτά µέρη (σχήµα 1.15.5 (γ)) παραπληρωµατικές.

΄Ασκηση 1.15.2 ∆είξε τη µεταβατική ιδιότητα της παραλληλίας, δηλαδή: αν η ευθεία ' είναι παράλ-

ληλη της α και η ευθεία γ είναι παράλληλη της ', τότε η γ είναι και παράλληλη της α ή ταυτίζεται µε

αυτήν.
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Υπόδειξη : Αν η γ δεν ήταν παράλληλη της α, τότε ϑα την έτεµνε. Τότε όµως (Πόρισµα 1.15.1) και η

' που είναι παράλληλη της α ϑα έτεµνε τη γ, άτοπο.

΄Ασκηση 1.15.3 ∆είξε ότι, αν δύο διαφορετικές ευθείες α και ' είναι κάθε µία παράλληλη προς µίαν

ευθεία ε τότε είναι και µεταξύ τους παράλληλες.

Υπόδειξη : Αν δεν ήταν παράλληλες οι α και ', τότε ϑα είχαν κοινό σηµείο A και από αυτό ϑα υπήρχαν

δύο παράλληλοι προς την ε, άτοπο.

Πρόταση 1.15.1 Για κάθε ευθύγραµµο τµήµα AB και κάθε Ϲεύγος γωνιών (', γ), µε µέτρα '+γ < 180◦,
υπάρχει τρίγωνο ABΓ που έχει γωνίες αντίστοιχα {‘ABΓ = ', ‘AΓB = γ}.

Β Γ

Α

60° 60°

60°

A

B Γ
β γ

180°α= -(β+γ)

(Ι) (ΙΙ)

Σχήµα 1.15.6: ΓΠΓ-κατασκευή τριγώνου Το ισόπλευρο τρίγωνο

Απόδειξη : Κατά το Αξίωµα 1.4.2, µπορούµε να κατασκευάσουµε τις γωνίες ' και γ από την ίδια

µεριά της AB (Σχήµα 1.15.6-Ι), µε κορυφή στα B και Γ αντίστοιχα, που έχουν µία πλευρά τους

την ηµιευθεία BΓ και ΓB αντίστοιχα. Αυτό που εξασφαλίζουµε τώρα είναι, ότι οι δεύτερες πλευρές

αυτών των γωνιών ϑα τέµνονται και ϑα ορίζουν την τρίτη κορυφή του τριγώνου Γ. Τούτο, διότι αν δεν

ετέµνοντο, δηλαδή ήσαν παράλληλοι, τότε ϑα είχαµε δύο παραλλήλους, που ϑα σχηµάτιζαν µε την

τέµνουσα αυτές ευθεία AB, εντός και επί τα αυτά µέρη γωνίες µε άθροισµα µικρότερο των 180◦, που

είναι άτοπο, ο.ε.δ.

Πόρισµα 1.15.6 (΄Υπαρξη ισοπλεύρου τριγώνου) Για κάθε ϑετικό αριθµό δ υπάρχει τρίγωνο ABΓ που

έχει όλες τις πλευρές ίσες µε δ και όλες τις γωνίες του ίσες µε 60◦. ΄Ενα τέτοιο τρίγωνο λέγεται

Ισόπλευρο. Αντίστροφα, κάθε ισόπλευρο έχει και ίσες γωνίες, κάθε µία από τις οποίες είναι 60 µοίρες.

Απόδειξη : Κατασκεύασε το τρίγωνο µε ϐάση BΓ µήκους δ και προσκείµενες α = 60◦ και ' = 60◦
(Πρόταση 1.15.1). Επειδή α + ' + γ = 180◦, και η τρίτη γωνία ϑα είναι 60 µοιρών, συνεπώς το

τρίγωνο ϑα είναι ισοσκελές µε ϐάση οποιαδήποτε πλευρά του, άρα ισόπλευρο. Αντίστροφα, κάθε

ισόπλευρο είναι ισοσκελές µε ϐάση οποιαδήποτε πλευρά του, άρα όλες οι γωνίες του είναι ίσες µε α

και 3α = 180◦, το οποίο συνεπάγεται το Ϲητούµενο, ο.ε.δ.

Πόρισµα 1.15.7 Για κάθε ευθύγραµµο τµήµα AB και γωνία µέτρου α < 180◦, υπάρχει ισοσκελές
τρίγωνο ABΓ µε ϐάση τη BΓ και γωνία κορυφής α.

Απόδειξη : Οι γωνίες στην ϐάση του ισοσκελούς ϑα είναι ω = 180◦−α
2

, άρα κατασκευάζεται κατά την

Πρόταση-1.15.1, ο.ε.δ.

Πόρισµα 1.15.8 Για κάθε ευθύγραµµο τµήµα AB και Ϲεύγος γωνιών µέτρων α, ' µε α + ' = 90◦,
υπάρχει ορθογώνιο τρίγωνο ABΓ µε υποτείνουσα την AB και οξείες γωνίες α και '.

Πόρισµα 1.15.9 Για κάθε ευθύγραµµο τµήµα AB και οξεία γωνία µέτρου ω υπάρχει ορθογώνιο τρίγωνο

ABΓ µε µία κάθετο την AB και µία οξεία ίση µε την ω.

Απόδειξη : ΄Οπως διατυπώνεται το πόρισµα αφήνει το περιθώριο το AB να είναι απέναντι στην ω ή

προσκείµενη σε αυτήν. Υπάρχουν λοιπόν δύο τρίγωνα µε αυτά τα δεδοµένα. Το ένα έχει προσκείµενες

στην AB τις γωνίες ω και 90◦ και το άλλο έχει προσκείµενες στην AB τις γωνίες 90◦ − ω και 90◦. Και

των δύο η ύπαρξη ανάγεται στην Πρόταση 1.15.1, ο.ε.δ.
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΄Ασκηση 1.15.4 Κάθε τρίγωνο ABΓ έχει µία τουλάχιστον γωνία µεγαλύτερη ή ίση των 60 µοιρών,

καθώς και δύο γωνίες µε άθροισµα µεγαλύτερο των 90 µοιρών.

Υπόδειξη : Αν ήταν όλες γνήσια µικρότερες των 60◦, τότε και το άθροισµά τους α+'+γ < 3·60◦ = 180◦,
που είναι άτοπο. Ανάλογα αποδεικνύεται και ο δεύτερος ισχυρισµός.

΄Ασκηση 1.15.5 Κάθε τρίγωνο ABΓ έχει µία τουλάχιστον γωνία µικρότερη ή ίση των 60 µοιρών.

∆ύο ηµιευθείες AX και BY λέγονται οµόρροπες, όταν ή (α) ταυτίζονται ή (ϐ) η µία από τις δύο

περιέχει την άλλη ή (γ) είναι παράλληλες και η ευθεία AB, που ενώνει τα άκρα τους, τις αφήνει από

την ίδια µεριά. Οι ηµιευθείες λέγονται αντίρροπες όταν ή (α) περιέχονται στην ίδια ευθεία αλλά δεν

είναι οµόρροπες ή (ϐ) είναι παράλληλες και ευρίσκονται στις δύο µεριές της AB. ∆ύο ευθύγραµµα

τµήµατα AB και Γ∆ λέγονται Οµόρροπα/Αντίρροπα, όταν οι ηµιευθείες που τα περιέχουν, µε αρχή

τα A και Γ αντίστοιχα, είναι οµόρροπες/αντίρροπες αντίστοιχα. Από το Πόρισµα 1.15.5 προκύπτει

αµέσως το επόµενο.

Χ Υ

Χ

Υ

Α Β

Α

Β

Σχήµα 1.15.7: Οµόρροπες και αντίρροπες ηµιευθείες

Πόρισµα 1.15.10 ∆ύο παράλληλες οµόρροπες ηµιευθείες AX και BY σχηµατίζουν µε την AB ίσες

εντός -εκτός και επί τα αυτά µέρη γωνίες. ∆ύο παράλληλες και αντίρροπες ηµιευθείες έχουν τις εντός

και εναλλάξ γωνίες ίσες.

Πόρισµα 1.15.11 ∆ύο γωνίες που έχουν τις πλευρές τους παράλληλες είναι ίσες ή παραπληρωµατι-

κές.
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Σχήµα 1.15.8: Γωνίες µε παράλληλες πλευρές Γωνίες µε κάθετες πλευρές

Απόδειξη : ΄Εστω ότι οι γωνίες ‘BAΓ και ÷B′A′Γ′ έχουν τις πλευρές τους παράλληλες (Σχήµα 1.15.8-Ι).

Αν οι κορυφές τους A και A′ ταυτίζονται, τότε ϑα ταυτίζονται και οι ευθείες που ορίζονται από τις

πλευρές τους και το συµπέρασµα είναι προφανές. Αν οι κορυφές δεν ταυτίζονται, τότε ϕέρνουµε από

το A′ ηµιευθείες οµόρροπες προς τις πλευρές της ‘BAΓ που, αφενός σχηµατίζουν µία γωνία ίση µε τη‘BAΓ (Πόρισµα 1.15.10) και αφ᾿ ετέρου, οι πλευρές τους είναι στις ίδιες ευθείες µε αυτές της γωνίας÷B′A′Γ′, άρα ϑα σχηµατίζουν γωνία ή ίση µε αυτήν ή παραπληρωµατική αυτής, ο.ε.δ.
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Πόρισµα 1.15.12 ∆ύο γωνίες, που έχουν τις πλευρές τους αντίστοιχα κάθετες, είναι ίσες ή παραπλη-

ϱωµατικές.

Απόδειξη : ΄Εστω ότι οι γωνίες ‘ABΓ και ÷A′B′Γ′ έχουν τις πλευρές τους κάθετες (Σχήµα 1.15.8-ΙΙ),

δηλαδή η ευθεία AB είναι κάθετη στην A′B′ και η BΓ κάθετη στην B′Γ′. Από το B′ ϕέρνουµε

παράλληλες οµόρροπες ηµιευθείες προς τις πλευρές της ‘ABΓ. Τότε σχηµατίζεται µία γωνία ÿ�A′′B′′Γ′′

ίση της ‘ABΓ (Πόρισµα 1.15.11) και µε πλευρές κάθετες σε αυτές της ‘ABΓ. Το συµπέρασµα συνάγεται

από την Πρόταση 1.5.2, ο.ε.δ.
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Σχήµα 1.15.9: Απόσταση δύο παραλλήλων Σταθερότητα αποστάσεων µεταξύ παραλλήλων

Θεώρηµα 1.15.2 ∆ίδονται δύο παράλληλες ευθείες ε και ε΄. Για κάθε σηµείο A της ε η κάθετη AA′
επί την ε΄ είναι και κάθετη στην ε και το µήκος της |AA′| είναι ανεξάρτητο της ϑέσης του A επί της ε.

Απόδειξη : ΄Εστω B διαφορετικό του A σηµείο της ε (Σχήµα 1.15.9-Ι). Κατά το Πόρισµα 1.15.5 οι

ευθείες AA′, BB′, ϑα σχηµατίζουν µε τις ε, ε′ τις ίδιες γωνίες, άρα ϑα είναι κάθετες και στην ε. Κατά

το ίδιο πόρισµα επίσης τα δύο ορθογώνια τρίγωνα AA′B′ και B′BA ϑα έχουν αντίστοιχα ίσες γωνίες’A′AB′ =’AB′B και ’A′B′A =’B′AB και κοινή υποτείνουσα AB′. Συνεπώς, κατά το ΓΠΓ-κριτήριο ϑα

είναι ίσα και ϑα ισχύει |AA| = |BB′|, ο.ε.δ.

Απόσταση δύο παραλλήλων ε και ε′ λέµε το µήκος ενός καθέτου ευθυγράµµου τµήµατος από σηµείο

A της ε προς την ε′. Το τελευταίο ϑεώρηµα δείχνει ότι η επιλογή της ϑέσης του A πάνω στην ε δεν

παίζει κανένα ϱόλο.

Πόρισµα 1.15.13 ∆οθεισών τριών παραλλήλων {ε, ε′, ε′′}, κάθε κάθετος προς µία από αυτές είναι

κάθετος και στις τρεις και τις τέµνει αντίστοιχα σε σηµεία {A,B,Γ}, των οποίων οι αποστάσεις x =

|AB|, y = |BΓ| ισούνται µε τις αντίστοιχες αποστάσεις των παραλλήλων και είναι ανεξάρτητες της ϑέσης
της καθέτου (Σχήµα 1.15.9-ΙΙ).

Πόρισµα 1.15.14 ∆οθείσης ευθείας ε και απόστασης δ, από κάθε µεριά της ε υπάρχει µία ακριβώς

παράλληλός της σε απόσταση δ.

Απόδειξη : Από τυχόν σηµείο A της ε ύψωσε κάθετο AB µήκους δ προς µία ορισµένη µεριά της ε.

Φέρε κατόπιν την κάθετο ε′ του AB στο B. Οι ε, ε′ είναι παράλληλες και σε απόσταση δ. Αν υπήρχε

και µια άλλη ε′′ από την ίδια µεριά της ε µε την ε′ και σε απόσταση δ, τότε η ε′′ ϑα έτεµνε την AB

σε σηµείο B′, έτσι ώστε |AB′| = δ, άρα το B′ ϑα ταυτιζόταν µε το B και, συνεπώς, και οι ε′, ε′′ ϑα

ταυτίζονταν, ο.ε.δ.

Πόρισµα 1.15.15 Αν τα σηµεία A, B είναι αντίστοιχα επί των παραλλήλων ε, ε′ και ϕέρουµε από το
µέσον M του AB παράλληλο ε′′ προς την ε, τότε η ε′′ περιέχει το µέσον N κάθε ευθυγράµµου τµήµατος

Γ∆ µε άκρα επί των ε και ε′ αντιστοίχως.

Απόδειξη : Από το µέσον M του AB ϕέρε κάθετο στις παράλληλες, που τις τέµνει στα A′, B′ (Σχήµα

1.15.10-Ι). Τα ορθογώνια τρίγωνα MA′A, MB′B είναι ίσα, διότι έχουν ίσες γωνίες και ίσες υποτείνου-

σες. ΄Αρα το M είναι στην παράλληλο ε′′ των ε, ε′, που χαρακτηρίζεται από την ιδιότητα να ισαπέχει

από τις ε και ε′. Αντίστροφα, εάν ευθύγραµµο τµήµα AB τέµνει αυτήν την παράλληλο στο σηµείο
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Σχήµα 1.15.10: Μεσοπαράλληλος ε′′ των {ε, ε′} Ιδιότητα της διχοτόµου

M και A′M, B′M είναι κάθετες στις ε, ε′, τότε τα ορθογώνια τρίγωνα MA′A, MB′B είναι ίσα, διότι

έχουν τις γωνίες στο M κατά κορυφήν και |MA′| = |MB′. ΄Αρα και οι υποτείνουσές τους ϑα είναι ίσες,

|MA| = |MB|, ο.ε.δ.

Την ευθεία ε′′, που ορίζεται από το προηγούµενο πόρισµα, ονοµάζουµε µεσοπαράλληλο των πα-

ϱαλλήλων ευθειών ε και ε′.

Πόρισµα 1.15.16 ΄Εστω σηµείο A της διχοτόµου γωνίας ‘XOY . Οι αποστάσεις AB και AΓ του σηµείου

από τις πλευρές της γωνίας είναι ίσες. Αντίστροφα, αν σηµείο A απέχει ίσες αποστάσεις από τις πλευρές

της γωνίας ‘XOY, τότε είναι επί της διχοτόµου της.
Απόδειξη : Τα ορθογώνια τρίγωνα OAΓ και OAB έχουν κοινή την OA και τις προσκείµενες γωνίες ίσες

(Σχήµα 1.15.10-ΙΙ), άρα (ΓΠΓ-κριτήριο) ϑα είναι ίσα και εποµένως |AΓ| = |AB|. Αντίστροφα: αν ισχύει

η προηγούµενη ισότητα, τότε τα τρίγωνα ABO και AΓO είναι ίσα. Αυτό ϕαίνεται τοποθετώντας τα έτσι

ώστε να συµπέσουν οι ορθές γωνίες τους B και Γ και η ΓA µε τη BA. Τότε και οι υποτείνουσες των

ορθογωνίων που είναι ίσες µε την OA ϑα πρέπει να συµπέσουν (Πόρισµα 1.10.7) και τα τρίγωνα ϑα

έχουν και τις τρεις πλευρές τους ίσες, ο.ε.δ.
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Σχήµα 1.15.11: ∆ιχοτόµοι γωνιών δύο ευθειών Ιδιότητα της διαµέσου ορθογωνίου τριγώνου

Πόρισµα 1.15.17 Ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων που ισαπέχουν από δύο διαφορετικές, τεµνόµενες

σε σηµείο O, ευθείες α και ', αποτελείται από δύο κάθετες ευθείες ε, ε′ διερχόµενες από το σηµείο τοµής
των α και '. Οι ευθείες αυτές συµπίπτουν µε τις διχοτόµους των γωνιών που σχηµατίζονται στο O από

τις α και ' (Σχήµα 1.15.11-Ι).

Πόρισµα 1.15.18 Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο η διάµεσος προς την υποτείνουσα είναι ίση µε το ήµισυ

αυτής και χωρίζει το ορθογώνιο σε δύο ισοσκελή τρίγωνα.

Απόδειξη : Προέκτεινε τη διάµεσο AM µέχρι διπλασιασµού στο ∆ : |AM | = |M∆| (Σχήµα 1.15.11-ΙΙ).

Εφαρµόζοντας το ΠΓΠ-κριτήριο, ϐλέπουµε εύκολα ότι τα τρίγωνα AMB και ΓM∆ είναι ίσα, αλλά

και τα AMΓ και BM∆ είναι επίσης ίσα. Τότε, εφαρµόζοντας το ΠΠΠ-κριτήριο, ϐλέπουµε ότι και τα

τρίγωνα ABΓ και ∆ΓB είναι ίσα και η γωνία ‘AΓ∆ είναι ορθή (‘AΓ∆ =‘AΓB+‘BΓ∆ =‘AΓB+‘ΓBA = 90◦).
Συνάγεται ότι και τα τρίγωνα ABΓ και AΓ∆ είναι ίσα, ως ορθογώνια µε ίσες αντίστοιχες κάθετες

πλευρές (ΠΓΠ-κριτήριο). ΄Επεται ότι και οι διάµεσοί τους προς το M ϑα είναι ίσες (|AM | = |ΓM |),
που είναι ακριβώς το αποδεικτέο. Τα δύο ισοσκελή, που αναφέρονται στο πόρισµα, είναι τα AMB και

AMΓ, ο.ε.δ.
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΄Ασκηση 1.15.6 ∆είξε το αντίστροφο του προηγουµένου πορίσµατος. Εάν η διάµεσος AM τριγώνου

ABΓ είναι το µισό της πλευράς BΓ, τότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο στο A.

΄Ασκηση 1.15.7 ∆είξε ότι η διάµεσος AM από οξεία/αµβλεία γωνία α τριγώνου ABΓ προς την απέναντι

πλευρά BΓ έχει µήκος µεγαλύτερο/µικρότερο του |BΓ|/2.

Υπόδειξη : Χρησιµοποίησε το σχήµα 1.15.11-ΙΙ και το Θεώρηµα 1.10.4.

΄Ασκηση 1.15.8 ∆είξε το αντίστροφο της προηγούµενης άσκησης. ∆ηλαδή, αν η διάµεσος AM του

τριγώνου ABΓ είναι µεγαλύτερη/µικρότερη της |BΓ|/2, τότε η γωνία α είναι οξεία/αµβλεία.

΄Ασκηση 1.15.9 ΄Εστω ότι οι εσωτερικές διχοτόµοι των γωνιών B και Γ του τριγώνου ABΓ τέµνονται στο

σηµείο ∆. ∆είξε ότι το µέτρο της γωνίας‘B∆Γ ισούται µε α
2
+ 90, όπου α =‘BAΓ (δες και ΄Ασκηση 2.2.8).

Θεώρηµα 1.15.3 ∆εδοµένων των υπολοίπων αξιωµάτων, το αξίωµα παραλληλίας ισοδυναµεί µε το ότι

το άθροισµα των γωνιών τριγώνου είναι 180◦.

Α

Β Γ
ε

Γ1 Γ2 Γ3

ω

γ γ/2 γ/4 γ/8

ε' Χ
ζ

Σχήµα 1.15.12: Αξίωµα των παραλλήλων : ισοδύναµο µε α + ' + γ = 180◦

Απόδειξη : Το ότι το αξίωµα παραλληλίας συνεπάγεται την α + ' + γ = 180◦ για τις γωνίες τριγώνου

ABΓ , το είδαµε στο Θεώρηµα 1.15.1. Για το αντίστροφο, δείχνουµε ότι, αν το άθροισµα γωνιών

ενός τριγώνου είναι 180◦, τότε υπάρχει µία και µόνο παράλληλος της ευθείας ε από σηµείο A εκτός

αυτής. Πράγµατι, ας ϑεωρήσουµε τρίγωνο ABΓ µε τα B, Γ επί της ε και ας ϑεωρήσουµε την ευθεία

ε′ = AX που σχηµατίζει γωνία |XAΓ| = γ. Γνωρίζουµε ότι αυτή είναι παράλληλη της ε. Θα δούµε

ότι δεν υπάρχει άλλη, αποδεικνύοντας ότι κάθε άλλη ευθεία ζ � ε′, που σχηµατίζει στο A γωνία

ω < γ, αναγκαστικά ϑα τέµνει την ε (σχήµα 1.15.12). Πράγµατι, ας υποθέσουµε ότι υπάρχει µία

ζ που σχηµατίζει γωνία ω < γ µε την AΓ και δεν τέµνει την ε. Αυτό οδηγεί σε άτοπο, ως εξής.

Κατασκευάζουµε διαδοχικά σηµεία Γ1, Γ2, Γ3, ... στην ε, έτσι ώστε |ΓΓ1| = |AΓ|, κατόπιν |Γ2Γ1| =
|AΓ1|, κατόπιν |Γ3Γ2| = |AΓ2| κ.λπ. Βλέπουµε αµέσως, ότι τα τρίγωνα AΓΓ1, AΓ1Γ2, AΓ2Γ3,... είναι

ισοσκελή και οι γωνίες της ϐάσης τους έχουν µέτρα αντίστοιχα
γ

2
,

γ

4
,

γ

8
κ.λπ. Συνεπώς, µετά από ν

ϐήµατα, η γωνία στην ϐάση του ισοσκελούςÿ�AΓν−1Γν ϑα είναι 1
2ν
γ και συνεπώς κάποτε, για µεγάλο ν,

η γωνία ϑα γίνει ’ΓAΓν = γ − 1

2ν
γ > ω.

Προς τούτο, αρκεί να πάρουµε αρκετά µεγάλο ν, έτσι ώστε

γ − ω >
1

2ν
γ ⇔ γ − ω

γ
>

1

2ν
.

Τότε όµως, η ευθεία ζ ϑα ϐρεθεί εντός της γωνίας στο A του τριγώνου ΓAΓν και συνεπώς ϑα τµήσει

την απέναντι πλευρά, αντίθετα µε την υπόθεση, ο.ε.δ.
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1.16 Συµµετρίες

Είναι αληθές αυτό που προτείνουν και το οποίο ονοµάζουν διάταξη και συµµετρία,

αναλογίες και ορθός λόγος. ΄Οταν τα έχεις δει, δεν µπορείς πλέον να τα αρνηθείς.

J.L. Siesling, Ο Ϲωγράφος της Τουρ ντι Πεν

Υπάρχουν πολλά είδη συµµετρίας στα οποία, για λόγους αισθητικής και απλοποίησης των προβλη-

µάτων, αρέσκονται οι Μαθηµατικοί. ∆ύο από τα πιο απλά είναι αυτό της αξονικής συµµετρίας και της

σηµειακής συµµετρίας. Η πρώτη καθορίζεται πλήρως από µία ευθεία και η δεύτερη από ένα σηµείο.

∆οθείσης λοιπόν ευθείας ε, ονοµάζουµε συµµετρία ως προς την ευθεία ε την αντιστοίχιση σε κάθε

ΜΧ Χ'Σ Σ'

ε

Σχήµα 1.16.1: Συµµετρία ως προς άξονα

σηµείο X , εκτός της ε, ενός σηµείου X ′, έτσι ώστε το ευθύγραµµο τµήµα XX ′ να είναι κάθετο στην ε

και να έχει το µέσον του M επί της ε. Με άλλα λόγια το XX ′ έχει την ε ως µεσοκάθετο. Το X ′ λέγεται

συµµετρικό του X ως προς ε. ΄Οταν το σηµείο X είναι επί της ε, τότε ϑεωρούµε ότι το X ′ ταυτίζεται

µε το X και αντίστροφα όταν τα X και X ′ ταυτίζονται, τότε το X είναι επί της ευθείας ε. Η συµµετρία

ως προς ε είναι η µαθηµατική περιγραφή του διπλώµατος του επιπέδου, σαν να ήταν από χαρτί, κατά

µήκος της ε. Τα σηµεία που ταυτίζονται κατά το δίπλωµα είναι ακριβώς συµµετρικά ως προς ε. Τα

σηµεία της ε, κατά το δίπλωµα µένουν ως έχουν (είναι µόνα τους, δεν έχουν ταίρι). Συχνά η ευθεία ε

λέγεται άξονας συµµετρίας και η συµµετρία αυτή χαρακτηρίζεται ως αξονική συµµετρία. Από τον

ορισµό προκύπτει ότι το συµµετρικό του συµµετρικού είναι το αρχικό σηµείο. Τα σηµεία του άξονα

είναι τα σταθερά σηµεία της αξονικής συµµετρίας.

Λέµε ότι δύο σχήµατα Σ και Σ′ είναι συµµετρικά ως προς άξονα, όταν υπάρχει αξονική συµ-

µετρία έτσι ώστε κάθε σηµείο X του Σ να έχει το συµµετρικό του στο Σ′ και κάθε σηµείο X ′του Σ′
να έχει το συµµετρικό του στο Σ (σχήµα-1.16.1). ΄Ενα σχήµα Σ λέγεται συµµετρικό ως προς άξονα

όταν το Σ είναι συµµετρικό µε τον εαυτό του ως προς άξονα. Αυτό σηµαίνει, ότι για κάθε X του Σ, το

συµµετρικό X ′ του X περιέχεται πάλι στο Σ.

ε

ε' Χ

Χ'

Ο

α

β

Μ
ε

α Χ Χ'

(Ι) (ΙΙ)

Σχήµα 1.16.2: α συµµετρική ως προς ε {α, '} συµµετρικές ως προς ε

Πρόταση 1.16.1 Κάθε ευθεία ε, κάθετη στην ευθεία α, είναι άξονας συµµετρίας της α.

Απόδειξη : Εξ ορισµού, το XX ′ ϑα είναι κάθετο στην ε (Σχήµα 1.16.2-Ι), άρα η ευθεία XX ′ ϑα συµπίπτει

µε την α, ο.ε.δ.

Πρόταση 1.16.2 Το σχήµα, που αποτελείται από δύο τεµνόµενες ευθείες {α, '}, είναι συµµετρικό ως

προς τις διχοτόµους ε και ε′ των γωνιών που σχηµατίζουν.
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Απόδειξη : Αν X τυχόν σηµείο της α και X ′ το συµµετρικό του X ως προς τη διχοτόµο ε (Σχήµα 1.16.2-

ΙΙ), τότε το τρίγωνο XX ′O, όπου O το σηµείο τοµής των α και ', είναι ισοσκελές. Αυτό ϕαίνεται από

την ισότητα των ορθογωνίων τριγώνων OMX και OMX ′, που έχουν την OM κοινή και τη |MX | = |MX ′|
από τον ορισµό της συµµετρίας. Συνεπώς, η OM ϑα διχοτοµεί τη γωνία στην κορυφή O. Επειδή εξ

υποθέσεως η ε είναι και διχοτόµος της γωνίας των α και ', η ευθεία OX ′ και η ' ϑα συµπίπτουν, άρα

το X ′ ϑα περιέχεται στην ', ο.ε.δ.

Σχόλιο-1 Η αξονική συµµετρία ϐρίσκεται στην ϱίζα της τέχνης του διπλώµατος ϕύλλου χαρτιού

µε κατάλληλο τρόπο, ώστε, µετά από ορισµένα διπλώµατα να σχηµατίζονται ενδιαφέροντα σχήµατα.

Η τέχνη αυτή που αναπτύχθηκε ιδιαίτερα στην Ιαπωνία λέγεται Origami ([O’R11], [Alp00], [Lan96]).

Η επόµενη άσκηση [Row17, σ. 11] δείχνει, πώς µε το κατάλληλο δίπλωµα ενός τετράγωνου ϕύλλου

χαρτιού µπορούµε να ϕτιάξουµε τη γωνία 30 και 60 µοιρών.

a

β

Α Β

ΓΔ
Ζ

Ε

Η

Σχήµα 1.16.3: Origami κατασκευή γωνίας 30 µοιρών

΄Ασκηση 1.16.1 ∆ίπλωσε ένα τετράγωνο ϕύλλο χαρτιού ABΓ∆ στο µέσον. Κατόπιν ξεδίπλωσέ το ώστε

να ϕαίνεται το ίχνος της ευθείας α κατά µήκος της οποίας διπλώθηκε το χαρτί. Κατόπιν ξαναδίπλωσε

από τη γωνία B, έως ότου το B πέσει σε σηµείο Z της α ενώ το A παραµένει στην ϑέση του. Κατόπιν

ξεδίπλωσε ώστε να ϕανεί το ίχνος της ', κατά µήκος της οποίας έγινε το δεύτερο δίπλωµα. ∆είξε ότι η

γωνία των α και ' είναι 60 µοιρών.

Υπόδειξη : Κατά το δεύτερο δίπλωµα, η AB παίρνει τη ϑέση της AZ , άρα |AZ | = |AB|. ΄Οµως η α

είναι µεσοκάθετος της AB, άρα |ZA| = |ZB| (η ZB δεν σχεδιάσθηκε στο σχήµα-1.16.3). Συνεπώς, το

τρίγωνο ABZ είναι ισόπλευρο. ΄Οµως η α είναι κάθετη στην AB και η ' κάθετη στην πλευρά BZ του

ισοπλεύρου, άρα και η γωνία των α και ' είναι 60 µοιρών.

∆οθέντος σηµείου O, ονοµάζουµε συµµετρία ως προς το σηµείο O, την αντιστοίχιση σε κάθε

O
X

X'

Σ'

XΣ

X'(Ι) (ΙΙ)

O

Y

Y'

Σχήµα 1.16.4: Συµµετρία ως προς σηµείο O Σχήµατα συµµετρικά ως προς O

σηµείο X , διαφορετικού του O, ενός σηµείου X ′, έτσι ώστε το ευθύγραµµο τµήµα XX ′ να έχει µέσον

το O (Σχήµα 1.16.4-Ι). Το X ′ λέγεται συµµετρικό του X ως προς O. Ως συµµετρικό του O ϑεωρούµε

τον εαυτό του. Αντίστροφα, αν το X ταυτίζεται µε το συµµετρικό του ως προς O, τότε το X ταυτίζεται

µε το O. Το O λέγεται κέντρο της συµµετρίας και η συµµετρία αυτή χαρακτηρίζεται ως σηµειακή
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συµµετρία. Από τον ορισµό προκύπτει, ότι το συµµετρικό του συµµετρικού είναι το αρχικό σηµείο.

Το O είναι το µοναδικό σταθερό σηµείο της σηµειακής συµµετρίας. Λέµε ότι δύο σχήµατα Σ και

Σ′ είναι συµµετρικά ως προς σηµείο, όταν υπάρχει σηµειακή συµµετρία έτσι ώστε, κάθε σηµείο X

του Σ να έχει το συµµετρικό του στο Σ′ και κάθε σηµείο X ′ του Σ′ να έχει το συµµετρικό του στο Σ

(Σχήµα 1.16.4-ΙΙ). ΄Ενα σχήµα Σ λέγεται συµµετρικό ως προς σηµείο όταν το Σ είναι συµµετρικό

µε τον εαυτό του ως προς σηµείο. Αυτό σηµαίνει, ότι για κάθε X του Σ, το συµµετρικό X ′ του X

περιέχεται πάλι στο Σ.

΄Ασκηση 1.16.2 ∆είξε ότι µία ευθεία είναι συµµετρική, ως προς κάθε σηµείο της O.

Η σηµαντικότερη ιδιότητα αυτών των δύο συµµετριών που ορίσαµε είναι η ισότητα αντιστοίχων απο-

στάσεων και γωνιών.

Y

O
X

Y'
Y

ε

Y'

X M

N

X'X'

(I) (II)

Σχήµα 1.16.5: Συµµετρία, ως προς σηµείο (Ι) ή/και ως προς άξονα (ΙΙ), διατηρεί αποστάσεις

Θεώρηµα 1.16.1 Εάν τα σχήµατα Σ και Σ′ είναι συµµετρικά ως προς άξονα ή ως προς σηµείο, τότε οι

αποστάσεις δύο σηµείων |XY | και των αντιστοίχων συµµετρικών τους |X ′Y ′| είναι ίσες.
Απόδειξη : Η περίπτωση της συµµετρίας ως προς σηµείο είναι απλή. Αν τα (X, X ′) και (Y, Y ′) είναι

συµµετρικά ως προς σηµείο O (Σχήµα 1.16.5-Ι), τότε εξ ορισµού οι αποστάσεις

|XO| = |OX ′|, και |YO| = |OY ′|.
Τότε τα τρίγωνα XOY και X ′OY ′ είναι ίσα (ΠΓΠ-κριτήριο), άρα και |XY | = |X ′Y ′|.

Αν τα (X, X ′) και (Y, Y ′) είναι συµµετρικά ως προς άξονα, τότε τα µέσα M και N των XX ′ και

YY ′ αντίστοιχα ευρίσκονται επί του άξονος ε και το N είναι επί της µεσοκαθέτου του XX ′ (Σχήµα

1.16.5-ΙΙ), άρα το τρίγωνο XX ′N είναι ισοσκελές. Συνεπώς, |NX | = |NX ′| και οι γωνίες ‘YNX =÷Y ′NX ′.
Τότε όµως τα τρίγωνα XNY και X ′NY ′ είναι ίσα, ως έχοντα |XN | = |NX ′|, |YN | = |NY ′| και περιεχόµενη

γωνία ‘YNX =÷Y ′NX ′, ο.ε.δ.

Πόρισµα 1.16.1 Εάν τα σχήµατα Σ και Σ′ είναι συµµετρικά ως προς άξονα ή ως προς σηµείο, τότε τα

τρίγωνα που σχηµατίζουν τρία µη-συνευθειακά σηµεία X, Y και Z του Σ και τα αντίστοιχά τους X ′, Y ′
και Z ′ του Σ′ είναι ίσα.

Απόδειξη : ΄Επεται άµεσα από την προηγούµενη πρόταση, αφού τότε |XY | = |X ′Y ′|, |YZ | = |Y ′Z ′|,
|ZX | = |Z ′X ′| και το συµπέρασµα προκύπτει εφαρµόζοντας το ΠΠΠ-κριτήριο ισότητας τριγώνων, ο.ε.δ.

Πόρισµα 1.16.2 Εάν τα σχήµατα Σ και Σ′ είναι συµµετρικά ως προς άξονα ή ως προς σηµείο, τότε οι

γωνίες‘XYZ και ÷X ′Y ′Z ′ που σχηµατίζουν τρία σηµεία X, Y και Z του Σ και τα αντίστοιχά τους X ′, Y ′ και
Z ′ του Σ′ είναι ίσες.

Απόδειξη : ΄Επεται άµεσα από την προηγούµενη πρόταση, λόγω της ισότητας των αντιστοίχων γωνιών

των ίσων τριγώνων XYZ και X ′Y ′Z ′, ο.ε.δ.

Το κλασικό παράδειγµα συµµετρικού σχήµατος ως προς άξονα είναι το ισοσκελές τρίγωνο. Ο ά-

ξονας συµµετρίας του είναι η διάµεσος προς τη ϐάση του που είναι και διχοτόµος της γωνίας στην

κορυφή του και ταυτόχρονα ύψος προς τη ϐάση (Πόρισµα 1.8.2).

Πρόταση 1.16.3 Η ευθεία ε, που ενώνει την κορυφή του ισοσκελούς µε το µέσον της ϐάσης του, είναι

άξονας συµµετρίας του τριγώνου.
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Σχήµα 1.16.6: ΄Αξονας ισοσκελούς Σηµειακή συµµετρία από δύο κάθετες αξονικές

Απόδειξη : Η συµµετρία των σηµείων Y , Y ′ της ϐάσης (Σχήµα 1.16.6-Ι) είναι προφανής. Από την

άλλη µεριά κάθε παράλληλος προς τη ϐάση τέµνει τα σκέλη σε σηµεία X , X ′ συµµετρικά ως προς τη

διάµεσο ΓM, αφού και το XΓX ′ είναι ισοσκελές (’ΓXX ′ =’ΓX ′X λόγω της παραλληλίας των πλευρών

τους προς τις ’ΓAM και ’ΓBM αντίστοιχα) και η διάµεσός του συµπίπτει µε τη ΓM και είναι κάθετος

στην XX ′ (Πόρισµα 1.8.2), ο.ε.δ.

Θεώρηµα 1.16.2 Εάν ένα σχήµα είναι συµµετρικό ως προς δύο άξονες α και ' που είναι κάθετοι, τότε

είναι συµµετρικό ως προς κέντρο O, όπου O το σηµείο τοµής των δύο αξόνων.

Απόδειξη : Πράγµατι, έστω σηµείο X και X ′ το συµµετρικό του ως προς άξονα α και X ′′ το συµµετρικό

του X ′ ως προς τον άξονα ' (Σχήµα 1.16.6-ΙΙ). Εξ ορισµού τα XX ′O και X ′OX ′′ είναι ισοσκελή τρίγωνα,

άρα |OX | = |OX ′′|. Επίσης οι γωνίες ’XOM και ’MOX ′ είναι ίσες και οι ’X ′ON και ÷NOX ′′ επίσης είναι

ίσες. Συνεπώς, η÷XOX ′′ ϑα είναι διπλάσια της ’MON , που είναι άθροισµα των ’MOX ′ και ’X ′ON . ΄Οµως

η’MON είναι εξ υποθέσεως ορθή, άρα η διπλάσιά της ϑα είναι πεπλατυσµένη, δηλαδή τα X , O και X ′′
ϑα είναι στην ίδια ευθεία, ο.ε.δ.

΄Ασκηση 1.16.3 ∆είξε ότι, αν τρίγωνο έχει άξονα συµµετρίας τότε είναι ισοσκελές.

Υπόδειξη : Αν ε ο άξονας συµµετρίας, τότε µία τουλάχιστον κορυφή του τριγώνου, έστω η B, δεν ϑα

περιέχεται σε αυτόν. Το συµµετρικό του B ως προς ε ϑα είναι πάλι κορυφή του τριγώνου, έστω Γ.

Τότε η γωνία στο B ϑα αντιστοιχεί στην γωνία στο Γ και οι δύο γωνίες ϑα είναι ίσες, άρα το τρίγωνο

ισοσκελές.

΄Ασκηση 1.16.4 ∆είξε ότι ένα τρίγωνο είναι ισοσκελές τότε και µόνον, όταν έχει άξονα συµµετρίας.

Υπόδειξη : Συνδύασε την προηγούµενη άσκηση µε την Πρόταση 1.16.3.

΄Ασκηση 1.16.5 ∆είξε ότι, αν τα σηµεία Y , Y΄ είναι συµµετρικά των X, X ′ (ως προς άξονα ή σηµείο),

τότε το συµµετρικό κάθε σηµείου Z της ευθείας XX ′ είναι σηµείο Ω επί της ευθείας YY΄.

A B
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Y
Y'Ω

Z

M NΞ

X'

Σχήµα 1.16.7: Συµµετρική ευθείας ως προς άξονα

Υπόδειξη : Για την αξονική συµµετρία. ΄Εστω ότι τα Y , Y ′ είναι συµµετρικά των X , X ′ ως προς άξονα

AB. ΄Εστω και Ω το συµµετρικό τυχόντος σηµείου Z της XX ′ ως προς την AB. Οι γωνίες ‘XZΞ και ‘ΞΩY
είναι ίσες (Πόρισµα 1.16.2). Οµοίως οι γωνίες ’ΞZX ′ και ’ΞΩY ′ είναι ίσες. ΄Οµως οι ‘XZΞ και ’ΞZX ′
είναι παραπληρωµατικές, άρα και οι’YΩΞ και ’ΞΩY ′ ϑα είναι παραπληρωµατικές και τα τρία σηµεία,

Y , Ω και Y ′ ϑα είναι επ᾿ ευθείας. Ανάλογα αποδεικνύεται και η ιδιότητα για σηµειακή συµµετρία.
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΄Ασκηση 1.16.6 ∆είξε ότι το σχήµα που αποτελείται από δύο ευθείες {α, '} έχει πάντοτε κέντρο συµµε-
τρίας καθώς και άξονες συµµετρίας. Πότε υπάρχει ένα ακριβώς (ή άπειρα) κέντρο συµµετρίας; Πότε οι
δύο ευθείες έχουν περισσότερους από δύο άξονες συµµετρίας; Πότε έχουν άπειρους άξονες συµµετρίας;

Σχόλιο-2 Η έννοια της συµµετρίας ϑεµελιώνεται γενικότερα µέσω της έννοιας του Μετασχηµατισµού

και ειδικότερα της Ισοµετρίας (§ 7.1, § 12.1).

1.17 Λόγοι, αρµονικές τετράδες

Τα πιο σηµαντικά πεδία της καθαρής επιστήµης είναι εκείνα στα οποία δεν

γίνεται πια λόγος για πρακτικές εφαρµογές, στα οποία η καθαρή διάνοια

ιχνηλατεί πρωτίστως τις απόκρυφες αρµονίες του κόσµου.

Werner Heisenberg, Επιστολή 1942

Στην παράγραφο αυτή εξετάζουµε, το πώς ο λόγος των αποστάσεων ενός σηµείου X ευθείας ε από δύο

άλλα σταθερά σηµεία A και B της ευθείας, καθορίζει τη ϑέση του X . Για δύο σταθερά σηµεία A και

B της ευθείας ε και προκαθορισµένο λόγο t, αποδεικνύεται ότι υπάρχουν δύο ακριβώς σηµεία X , X ′
αυτής της ευθείας, που έχουν το λόγο t ως προς τα A, B. ΄Ετσι ϕτάνουµε στον ορισµό της Αρµονικής

τετράδας (A, B, X, X ′) τεσσάρων σηµείων πάνω σε µία ευθεία. Μια έννοια ϑεµελιώδους σηµασίας στην

Γεωµετρία. Ας συµβολίσουµε µε x το µήκος x = |AX |. Τότε εύκολα ϐλέπουµε ότι ο λόγος t = |XA||XB|

A M B

d

x d-x

t=1

X

t < 1 t < 1 t > 1 t > 1

Σχήµα 1.17.1: Λόγος t = |XA||XB|

είναι µικρότερος του 1, όταν το X είναι επί της ηµιευθείας µε άκρο το µέσον M του AB, που περιέχει

το A και µεγαλύτερος του 1 επί της αντικείµενης της ηµιευθείας, που είναι η περιέχουσα το B. Αν

d = |AB| το µήκος του AB, τότε έχουµε για τα σηµεία X εντός του AB:

t =
x

d − x ⇔ x =
dt

1 + t
για t > 0. (1)

Για τα σηµεία εκτός του ευθυγράµµου τµήµατος AB και από τη µεριά του A:

t =
x

d + x
⇔ x =

dt

1 − t για t < 1. (2)

Παρόµοια για τα σηµεία εκτός του ευθυγράµµου τµήµατος AB και από τη µεριά του B:

t =
x

x − d ⇔ x =
dt

t − 1
για t > 1. (3)

Βλέπουµε ότι εκτός της τιµής του λόγου t = 1, που αντιστοιχεί σε ένα ακριβώς σηµείο, το µέσον M

του AB, για όλες τις άλλες τιµές του t > 0, υπάρχουν δύο σηµεία X , X ′ που έχουν λόγο
|XA|
|XB|= t. Το

ένα (X ) είναι εντός και το ϐρίσκουµε από την εξίσωση (1) και το άλλο (X ′) είναι εκτός του AB και το

ϐρίσκουµε από την εξίσωση (2) ή (3), ανάλογα µε το αν το t < 1 ή t > 1.

Για παράδειγµα t = 2, δηλαδή
|XA|
|XB|=2, συνεπάγεται ότι το X είναι στην ηµιευθεία του M από τη

µεριά του B. Το εντός του AB σηµείο X το ϐρίσκουµε από την εξίσωση (1): x = 2d
3

και το εκτός του AB

σηµείο X ′ το ϐρίσκουµε από την εξίσωση (3): x = 2d
1
= 2d. Αποδείξαµε λοιπόν το επόµενο ϑεώρηµα.
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Θεώρηµα 1.17.1 Για κάθε ϑετικό αριθµό t � 1 υπάρχουν δύο ακριβώς σηµεία X, X ′ της ευθείας AB,
έτσι ώστε

|XA|
|XB|= t. Το ένα περιέχεται στο AB και το άλλο είναι εκτός αυτού. Για t = 1 υπάρχει ένα

ακριβώς σηµείο, που είναι το µέσον του AB.

Αν περιοριστούµε στα σηµεία εντός του AB, τότε έχουµε προφανώς το Πόρισµα:

Πόρισµα 1.17.1 Για κάθε ϑετικό αριθµό t υπάρχει ένα ακριβώς σηµείο X επί της ευθείας AB και

µεταξύ των A, B έτσι ώστε
|XA|
|XB|=t.

Αν δε περιοριστούµε στο εξωτερικό του AB, τότε έχουµε ανάλογα το Πόρισµα:

Πόρισµα 1.17.2 Για κάθε ϑετικό αριθµό t � 1 υπάρχει ένα ακριβώς σηµείο X επί της ευθείας AB και

εκτός του AB έτσι ώστε
|XA|
|XB|=t.

Μια άµεση συνέπεια των δύο πορισµάτων µε πολλές εφαρµογές είναι και το επόµενο πόρισµα, που

δείχνει ότι ο λόγος
|XA|
|XB| , µαζί µε την πληροφορία του αν το X είναι εντός του AB ή εκτός, καθορίζει τη

ϑέση του X µονοσήµαντα.

Πόρισµα 1.17.3 Αν δύο σηµεία X και Y της ευθείας AB σχηµατίζουν τον ίδιο λόγο
|XA|
|XB|=

|YA|
|YB| και είναι

και τα δύο εντός του AB ή και τα δύο εκτός του AB, τότε συµπίπτουν.

∆οθέντων δύο σηµείων A, B, ονοµάζουµε αρµονικά συζυγή ως προς A, B , δύο διαφορετικά σηµεία

X και X ′, που ορίζουν τον ίδιο λόγο t = |XA||XB|� 1. ΄Οπως είδαµε το ένα εξ αυτών περιέχεται στο

ευθύγραµµο τµήµα AB και το άλλο είναι εκτός αυτού. Τέσσερα σηµεία της ίδιας ευθείας : A, B, X ,

X ′, από τα οποία, τα δύο τελευταία είναι αρµονικά συζυγή ως προς τα δύο πρώτα, λέµε ότι ορίζουν

µιαν αρµονική τετράδα σηµείων, την οποία συµβολίζουµε µε (A,B, X, X ′).

Πρόταση 1.17.1 ∆είξε ότι τα σηµεία X, X ′ είναι αρµονικά συζυγή ως προς τα A, B, που είναι σε

απόσταση |AB| = d, τότε και µόνον, όταν οι αποστάσεις τους x = |XA| και x′ = |X ′A| από το A ικανοποιούν

µία από τις σχέσεις

2x · x′ = d · (x′ − x), 2x · x′ = d · (x′ + x).

Η πρώτη αντιστοιχεί στο λόγο t = |XA||XB|< 1 και η άλλη στο λόγο t > 1.

MA BX

d

x d-x

X'

x'

Σχήµα 1.17.2: Τα X , X ′ αρµονικά συζυγή των A, B

Υπόδειξη : Στην πρώτη περίπτωση η ισότητα των λόγων
|XA|
|XB|=

|X ′A|
|X ′B| , δίνει σύµφωνα µε τις εξισώσεις (1)

και (2): x
d−x =

x′
d+x′ . Στην δεύτερη περίπτωση πάλι οι εξισώσεις (1) και (3) της παραγράφου δίνουν

x
d−x =

x′
x′−d . Οι δύο αυτές εξισώσεις είναι ισοδύναµες αντίστοιχα προς τις αναφερόµενες.

Πόρισµα 1.17.4 Εάν t είναι ϑετικός t � 1, τότε τα δύο σηµεία X, X ′ της ευθείας AB που έχουν λόγο
|XA|
|XB|= t έχουν απόσταση µεταξύ τους

|XX ′| =
⎧⎨
⎩

2dt
1−t2 για t < 1,

2dt
t2−1

για t > 1,

όπου d = |AB|.
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Απόδειξη : Για t < 1 και τα δύο σηµεία είναι στην ηµιευθεία του M (µέσον του AB) που περιέχει το A

και έχουµε |XX ′| = x+x′, όπου x = |AX | = dt
1+t

και x′ = |AX ′| = dt
1−t . Κάνοντας τις πράξεις προκύπτει ο

πρώτος τύπος. Για t > 1 και τα δύο σηµεία είναι στην ηµιευθεία του M που περιέχει το B και έχουµε

|XX ′| = x′ − x, όπου x = |AX | = dt
1+t

και x′ = |AX ′| = dt
t−1

. Κάνοντας τις πράξεις προκύπτει ο δεύτερος

τύπος, ο.ε.δ.

Πόρισµα 1.17.5 Τα σηµεία X εσωτερικό του AB και X ′ εξωτερικό του AB είναι αρµονικά συζυγή των

A και B τότε και µόνον, όταν

|X ′A||X ′B| − |XA||XB| = |XX ′|2.
Απόδειξη : Απλές πράξεις ϐάσει των προηγουµένων τύπων, ο.ε.δ.

΄Ασκηση 1.17.1 ∆είξε ότι τα αρµονικά συζυγή X και X ′ των A και B είναι πάντοτε στην ίδια ηµιευθεία

από τις δύο που ορίζονται από το µέσον M του ευθυγράµµου τµήµατος AB.

Υπόδειξη : ΄Οπως ϕαίνεται και από το σχήµα-1.17.2, τα αρµονικά συζυγή είναι στην µία ή την άλλη

ηµιευθεία του M ανάλογα µε την τιµή του λόγου t = |XA||XB| . Αν t < 1, τότε είναι και τα δύο από τη µεριά

του A. Αν t > 1, τότε είναι και τα δύο από τη µεριά του B.

Πρόταση 1.17.2 Τα σηµεία X και X ′ είναι αρµονικά συζυγή ως προς τα A και B τότε και µόνον, όταν

|MX ||MX ′| =
Å |AB|

2

ã2

,

όπου M το µέσον του AB.

Απόδειξη : ΄Εστω ότι τα X , X ′ είναι αρµονικά συζυγή ως προς A και B. Χρησιµοποιούµε τους τύπους

της Πρότασης 1.17.1, τους οποίους λύνουµε ως προς x′, υποθέτοντας το X εντός του AB:

x′ =

⎧⎨
⎩

dx
d−2x

για t < 1,

dx
2x−d για t > 1.

Επίσης

|MX ||MX ′| =
⎧⎨
⎩

(
d
2
− x) (d

2
+ x′

)
για t < 1,

(
x − d

2

) (
x′ − d

2

)
για t > 1.

Και στις δύο περιπτώσεις, αντικαθιστώντας το x′ από τις προηγούµενες εξισώσεις και απλοποιώντας

καταλήγουµε στην |MX ||MX ′| = (
d
2

)2
, που είναι η Ϲητούµενη. Αντίστροφα, η υποτιθέµενη τώρα σχέση

µεταφράζεται στην
(
d
2

)2
= |MX ||MX ′|, όπου πάλι το |MX ||MX ′| δίδεται από τους προηγούµενους τύπους

και οδηγεί στις (
d

2

)2

=

⎧⎨
⎩

(
d
2
− x) (d

2
+ x′

)
για t < 1,

(
x − d

2

) (
x′ − d

2

)
για t > 1.

Απλοποιώντας αυτές καταλήγουµε στις εξισώσεις της Πρότασης 1.17.1, που χαρακτηρίζουν τα αρµο-

νικά συζυγή σηµεία, ο.ε.δ.

΄Ασκηση 1.17.2 ∆είξε ότι, αν τα σηµεία X, X ′ είναι αρµονικά συζυγή ως προς τα A, B, τότε και τα A, B

είναι αρµονικά συζυγή ως προς τα X και X ′.

Υπόδειξη : ΄Οταν τα X , X ′ είναι από τη µεριά του A (ως προς το µέσον M ), τότε οι λόγοι
|AX |
|AX ′|=

x
x′ και

|BX |
|BX ′|=

d−x
d+x′ είναι ίσοι σύµφωνα µε την Πρόταση 1.17.1 (σχήµα 1.17.2). ΄Οταν τα X , X ′ είναι από τη

µεριά του B, τότε
|AX |
|AX ′|=

x
x′ και

|BX |
|BX ′|=

d−x
x′−d και η ισότητα των λόγων προκύπτει από τη δεύτερη περίπτωση

της ΄Ασκησης 1.17.1.
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΄Ασκηση 1.17.3 Με τους προηγούµενους συµβολισµούς δείξε ότι το µέσον N του διαστήµατος XX ′
ευρίσκεται σε απόσταση |AN | = d t2

1−t2 για t < 1 και |BN | = d t2

t2−1
για t > 1.

Υπόδειξη : ∆ες πρώτα ότι λ.χ. για t < 1 ισχύει x′ > x, αφού x
x′ =

1−t
1+t

< 1. Συνεπώς, αν c = |AN | τότε

το ότι το N είναι το µέσον του XX ′ σηµαίνει ότι x′ − c = c + x ⇒ c = x′−x
2

. Αντικατάστησε σε αυτόν τον

τύπο τα x, x′ από τους τύπους (1) και (2) αντίστοιχα. Ανάλογα αντιµετωπίζεται και η άλλη περίπτωση,

για t > 1.

΄Ασκηση 1.17.4 Για τα σηµεία {A, B, X, X ′, M} του σχήµατος 1.17.2, όπου (A, B, X, X ′) είναι αρµονική
τετράδα και το M είναι το µέσον του τµήµατος AB, δείξε ότι ισχύουν οι σχέσεις :

2

|AB| =
1

|XB| +
1

|X ′B| και |X ′A| · |X ′B| = |AB| · |XM |.

Να µελετηθεί το πως µεταβάλλονται αυτές οι σχέσεις για διατάξεις των σηµείων διαφορετικές αυτής του

σχήµατος 1.17.2.

΄Ασκηση 1.17.5 ∆ίδονται τα σηµεία {A, B, X, X ′} της ευθείας ε, για τα οποία γνωρίζουµε τους λόγους

{κ = |XA||XB| , λ =
|X ′A|
|X ′B| }. Να ϐρεθεί η απόσταση |YY ′| των αρµονικών συζυγών {Y, Y ′} των {X, X ′} ως προς

{A,B}. Να γίνει διάκριση των σχετικών ϑέσεων των {X, X ′} ως προς τα {A,B}.

ΓΒ

Α

Ε Δ

Σχήµα 1.17.3: ∆ και E αρµονικά συζυγή ως προς B και Γ

Σχόλιο Τα πιο διάσηµα αρµονικά συζυγή σηµεία είναι τα ίχνη ∆ και E στην BΓ των δύο διχοτόµων

(δηλαδή οι τοµές των δύο διχοτόµων µε τη BΓ), εσωτερικής και εξωτερικής, από την κορυφή A ενός

τριγώνου ABΓ που δεν έχει τις προσκείµενες πλευρές (AB και AΓ) ίσες. Γι᾿ αυτά ϑα µιλήσουµε σε

επόµενο κεφάλαιο (Θεώρηµα 3.3.2) και (΄Ασκηση 3.3.6).

΄Ασκηση 1.17.6 Το σηµείο Γ ευρίσκεται στην ευθεία AB από τη µεριά του B και ισχύει |ΓA| = ν · |AB|.
Να ϐρεθεί ο λόγος t = |ΓA||ΓB| . Το ίδιο ερώτηµα όταν το Γ είναι από τη µεριά του A.

Υπόδειξη : Στην πρώτη περίπτωση |ΓB| = |ΓA| − |AB|, άρα t = |ΓA||ΓB| =
|ΓA|

|ΓA|−|AB| =
ν|AB|

ν|AB|−|AB| =
ν

ν−1
. Στην

δεύτερη περίπτωση |ΓB| = |ΓA| + |AB| κ.λπ.

΄Ασκηση 1.17.7 Το ευθύγραµµο τµήµα AB χωρίζεται µε το σηµείο A1 σε τµήµατα µε λόγο p/q, όπου

{p < q} ϑετικοί ακέραιοι. Χωρίζεται επίσης µε το B1 σε τµήµατα µε λόγο q/p. Βρες το µήκος του

τµήµατος A1B1. Επαναλαµβάνοντας την προηγούµενη κατασκευή στο A1B1 ϐρίσκουµε το τµήµα A2B2.

Επαναλαµβάνοντας τη διαδικασία σ᾿ αυτό ϐρίσκουµε το A3B3 και συνεχίζοντας µε αυτόν τον τρόπο

ϐρίσκουµε µετά από n ϐήµατα το τµήµα AnBn. Ποιό είναι το µήκος αυτού του διαστήµατος;
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1.18 Σχόλια και ασκήσεις κεφαλαίου

Ακόµη και αν όλα είναι γνωστά, η ϕροντίδα του ανθρώπου δεν είναι

ακόµη πλήρης. ∆ιότι το ϕαγητό και µόνο δεν ϑα τον κρατήσει υγιή.

Πρέπει να κάνει ασκήσεις. ∆ιότι η τροφή και οι ασκήσεις, ενώ έχουν

αντίθετες ποιότητες, συνεργάζονται για την παραγωγή της υγείας.

Ιπποκράτης

΄Ασκηση 1.18.1 Προσδιόρισε τις γωνίες ενός ορθογωνίου και ισοσκελούς τριγώνου. Είναι ποτέ δυνατόν

σε ένα τέτοιο τρίγωνο τα ίσα σκέλη να περικλείουν µιαν άλλη γωνία διαφορετική της ορθής;

΄Ασκηση 1.18.2 ∆είξε ότι το ύψος ενός ισοσκελούς και ορθογωνίου τριγώνου από την κορυφή της

ορθής γωνίας είναι το µισό του µήκους της υποτείνουσας. Και αντίστροφα, αν το ύψος ενός ορθογωνίου

τριγώνου από την κορυφή της ορθής γωνίας είναι ίσο µε το µισό της υποτείνουσας, τότε το τρίγωνο έχει

τις δύο κάθετες πλευρές ίσες.

Α

Β Γ

Α

Β Γ

Δ Ε

(Ι) (ΙΙ)

Σχήµα 1.18.1: Ισόπλευρο τρίγωνο Ισότητα όλων των πλευρών

΄Ασκηση 1.18.3 ∆είξε ότι τα µέσα των πλευρών ενός ισοπλεύρου τριγώνου ABΓ ορίζουν τέσσερα ίσα

ισόπλευρα τρίγωνα (Σχήµα 1.18.1-Ι).

΄Ασκηση 1.18.4 Στις πλευρές ενός ισοπλεύρου τριγώνου κατασκευάζουµε προς τα έξω ίσα ορθογώνια

τρίγωνα (Σχήµα 1.18.1-ΙΙ). ∆είξε ότι σε µια τέτοια κατασκευή δεν είναι ποτέ δυνατόν τα µήκη των πέντε

πλευρών που προκύπτουν να είναι ίσα.

΄Ασκηση 1.18.5 Εάν στο σχήµα 1.18.1-ΙΙ υποθέσουµε ότι τα µήκη {|A∆|, |∆B|, |BΓ|, |ΓE|, |EA|} είναι ίσα,
τότε προσδιόρισε τις γωνίες στα {A, B,Γ,∆, E}.

΄Ασκηση 1.18.6 Εάν σε ορθογώνιο τρίγωνο η µία οξεία γωνία είναι διπλάσια της άλλης, τότε το τρίγωνο

έχει γωνίες 90◦, 60◦ και 30◦ και η µία κάθετος είναι διπλάσια της υποτείνουσας.

΄Ασκηση 1.18.7 ∆ίδεται ορθογώνιο τρίγωνο ABΓ µε κάθετες πλευρές |AΓ| > |AB|, διάµεσο AM και

ύψος AY από το A. ∆είξε ότι η γωνία ‘YAM = ' − α (δες άσκηση 2.14.15 για το αντίστροφο).

΄Ασκηση 1.18.8 Σε τυχόν τρίγωνο ABΓ πάρε τα σηµεία ∆, E στην ϐάση BΓ έτσι ώστε ‘BA∆ = Γ̂ και‘EAΓ = B̂. ∆είξε ότι το τρίγωνο ∆AE είναι ισοσκελές.

΄Ασκηση 1.18.9 ∆οθεισών δύο τεµνοµένων ευθειών α, ' και σηµείου P, να αχθεί διά του P ευθεία ε

έτσι ώστε οι τρεις ευθείες α, ', ε να σχηµατίζουν ισοσκελές τρίγωνο.

΄Ασκηση 1.18.10 ∆οθέντων δύο σηµείων A, B και ευθείας ε να αχθούν δύο ευθείες α, ', αντίστοιχα,

διά των A, B, έτσι ώστε οι τρεις ευθείες α, ', ε να σχηµατίζουν ισόπλευρο τρίγωνο.
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Σχήµα 1.18.2: Υπολογισµοί γωνιών

΄Ασκηση 1.18.11 Στην κάθετη πλευρά AB ενός ισοσκελούς ορθογωνίου τριγώνου ABΓ και προς τη

µεριά του Γ κατασκευάζουµε ισόπλευρο AB∆ (Σχήµα 1.18.2-Ι). Βρες το µέτρο της γωνίας‘B∆Γ. Παρόµοια
προσδιόρισε το µέτρο της’B∆′Γ, όπου το ∆′ είναι το συµµετρικό του ∆ ως προς AB. Τέλος προσδιόρισε
και τη γωνία των (προεκτάσεων των) των ευθειών {AΓ, B∆}.

΄Ασκηση 1.18.12 Στην υποτείνουσα AB ενός ισοσκελούς ορθογωνίου τριγώνου ABΓ και προς τη µεριά

της ορθής κατασκευάζουµε ισόπλευρο AB∆ (Σχήµα 1.18.2-ΙΙ). Βρες το µέτρο της γωνίας‘B∆Γ.
΄Ασκηση 1.18.13 ∆είξε ότι, αν τα τρία σηµεία A, B, Γ ικανοποιούν τη |BΓ| = |BA|+ |AΓ| τότε περιέχονται
σε µία ευθεία.

΄Ασκηση 1.18.14 ∆είξε ότι για κάθε ευθεία ε, σηµείο A εκτός αυτής και ϑετικό αριθµό δ, υπάρχουν το

πολύ δύο ευθύγραµµα τµήµατα AB µε B επί της ε, µήκους |BA| = δ.

΄Ασκηση 1.18.15 Μπορεί να χωρισθεί ένα σκαληνό τρίγωνο µε µία ευθεία σε δύο ίσα τρίγωνα;

΄Ασκηση 1.18.16 Με πόσους τρόπους µπορεί να χωρισθεί µε µια ευθεία ένα ισόπλευρο τρίγωνο σε δύο

άλλα ίσα τρίγωνα;

΄Ασκηση 1.18.17 Σε τρίγωνο µε ϐάση a = |BΓ|, δείξε ότι b+ c−a < 2|A∆|, όπου ∆ οποιοδήποτε σηµείο
της ϐάσης.

΄Ασκηση 1.18.18 ∆είξε ότι, οποιοδήποτε ευθύγραµµο τµήµα EZ, περιεχόµενο εξ ολοκλήρου στο εσω-

τερικό τριγώνου ABΓ, είναι µικρότερο της µεγαλύτερης πλευράς του τριγώνου.

΄Ασκηση 1.18.19 Η A∆ είναι διχοτόµος του τριγώνου ABΓ, που έχει την πλευρά |AB| > |AΓ|. ∆είξε

ότι |A∆| < |AB|. Κατόπιν ϑεώρησε το σηµείο E της AB, έτσι ώστε |AE| = |A∆|. ∆είξε ότι η γωνία ‘∆EB
είναι πάντοτε αµβλεία και προσδιόρισε το µέτρο της συναρτήσει των γωνιών του τριγώνου. ∆είξε τέλος

ότι |B∆| > |Γ∆|.

΄Ασκηση 1.18.20 Στο ορθογώνιο, στο A, τρίγωνο ABΓ, µε άνισες καθέτους, οι AY , A∆ και AM είναι

αντίστοιχα το ύψος, η διχοτόµος και η διάµεσος. ∆είξε ότι η A∆ είναι και διχοτόµος της γωνίας ‘YAM.

΄Ασκηση 1.18.21 Στις πλευρές (ηµιευθείες) γωνίας ’XOX ′ ορίζουµε σηµεία A, B της OX και A′, B′ της
OX ′, έτσι ώστε |OA| = |OA′| και |OB| = |OB′|. ∆είξε ότι το σηµείο τοµής ∆ των ευθειών AB′ και A′B είναι

επί της διχοτόµου της γωνίας’XOX ′.
΄Ασκηση 1.18.22 ∆οθέντων τριών µη συνευθειακών σηµείων προσδιόρισε ευθεία από την οποία τα τρία

σηµεία να απέχουν την ίδια απόσταση (τρεις λύσεις).

΄Ασκηση 1.18.23 ∆οθέντων δύο ίσων ευθυγράµµων τµηµάτων AB, AΓ, να ϐρεθεί σηµείο ∆ επί δοθείσης

ευθείας ε έτσι ώστε οι γωνίες ‘A∆B και‘A∆Γ να είναι ίσες.
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΄Ασκηση 1.18.24 ∆είξε ότι, για κάθε σηµείο ∆ της πλευράς BΓ τριγώνου ABΓ , διαφορετικό από τα B

και Γ, υπάρχει ευθεία ∆X που αποτέµνει από τις ευθείες των άλλων πλευρών τρίγωνο µε γωνίες ίσες

µε αυτές του ABΓ . ∆είξε ότι, για κάθε τέτοιο ∆, υπάρχουν τέσσερις διαφορετικές ευθείες ∆X που έχουν

αυτή την ιδιότητα.

΄Ασκηση 1.18.25 Την κορυφή A τριγώνου ABΓ ενώνουµε µε µ διαφορετικά σηµεία της απέναντι πλευ-

ϱάς. Την κορυφή B ενώνουµε επίσης µε ν διαφορετικά σηµεία της απέναντι πλευράς. Πόσα συνολικά

τρίγωνα περιέχονται στο δηµιουργούµενο σχήµα;

Υπόδειξη :
(µ+1)(ν+1)(µ+ν+2)

2
.

΄Ασκηση 1.18.26 Το τρίγωνο ABΓ έχει πλευρές |AΓ| > |AB| και επί της πλευράς AΓ παίρνουµε σηµείο
B′, έτσι ώστε |AB′| = |AB|. ∆είξε ότι η γωνία’B′BΓ = '−γ

2
. ∆είξε επίσης ότι η γωνία αυτή ισούται µε την

γωνία µεταξύ της διχοτόµου και του ύψους του τριγώνου από το A.

΄Ασκηση 1.18.27 ∆είξε ότι, για κάθε σηµείο X, µη περιεχόµενο στις τεµνόµενες στο σηµείο O ευθείες

{α, '} και κάθε ευθεία γ, διερχόµενη από το X, η γ τέµνει και τις δύο ευθείες {α, '}.

΄Ασκηση 1.18.28 Αν Y , ∆, M συµβολίζουν αντίστοιχα τα ίχνη στην BΓ του ύψους, διχοτόµου και

διαµέσου του τριγώνου ABΓ, δείξε ότι το ∆ είναι πάντα µεταξύ των Y και M. ∆είξε επίσης ότι, αν δύο

από αυτά τα ίχνη συµπίπτουν, τότε συµπίπτουν και τα τρία και το τρίγωνο είναι ισοσκελές.
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Σχήµα 1.18.3: ‘A∆B = α + ' Κατασκευή σηµείου M

΄Ασκηση 1.18.29 Στις πλευρές ΓA, ΓB τριγώνου ABΓ επιλέγουµε αντίστοιχα σηµεία E και Z και

ϕέρνουµε τις διχοτόµους των γωνιών ω =‘ΓAZ και φ =‘EBΓ που τέµνονται στο σηµείο ∆. ∆είξε ότι, για

τις γωνίες α =‘AEB και ' =‘AZB, ισχύει α + ' = 2‘A∆B.
Υπόδειξη : ΄Εστω ότι η Γ∆ χωρίζει τις γ = ‘AΓB και ‘A∆B, αντίστοιχα, σε δύο µέρη γ1, γ2 και χ1, χ2

(Σχήµα 1.18.3-Ι). ∆ες ότι α + ' = 2γ + ω + φ, χ1 = γ1 +
ω
2
, χ2 = γ2 +

φ

2
.

΄Ασκηση 1.18.30 Να ϐρεθεί σηµείο M επί της πλευράς AB τριγώνου ABΓ , έτσι ώστε |MA| + |AΓ| =
|MB| + |BΓ|.
Υπόδειξη : Πάρε AA′ ίσο µε AM στην προέκταση της ΓA και BB′ ίσο µε BM στην προέκταση της ΓB

(Σχήµα 1.18.3-ΙΙ). Το µήκος |ΓA′| = |ΓB′| είναι γνωστό και ίσο µε την ηµιπερίµετρο του τριγώνου. Τα

τρίγωνα AA′M και BB′M είναι ισοσκελή και κατασκευάζονται από τα δεδοµένα.

΄Ασκηση 1.18.31 ∆είξε ότι, εάν το τρίγωνο ABΓ περιέχεται εξ ολοκλήρου στο τρίγωνο A′B′Γ′, τότε
κάθε πλευρά του ABΓ είναι µικρότερη της µεγαλύτερης πλευράς του A′B′Γ′ και κάθε πλευρά του

A′B′Γ′ είναι µεγαλύτερη της µικρότερης του ABΓ.




