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Σημείωμα για το συμπλήρωμα

Η τρίτη έκδοση αυτού του βιβλίου έλαβε την οριστική της μορφή τον Ιού-
νιο του 2021. Θα ήθελα να σημειώσω ότι η συμβολή του Βασίλη Δουγαλή,
ο οποίος έφυγε από τη ζωή την 1–1–2022, υπήρξε καθοριστική και στη φάση
αυτή, όπως άλλωστε και σε όλες τις προηγούμενες φάσεις της συγγραφής του
βιβλίου. Στην τρίτη έκδοση προσθέσαμε δύο παραγράφους στο Κεφάλαιο 3
(τώρα παράγραφοι 3.4 και 3.5) για μια συστηματική μελέτη της τάξης ακρί-
βειας μεθόδων Runge–Kutta με χρήση ριζωμένων δέντρων καθώς και ορισμέ-
νες σχετικές ασκήσεις.

Με το παρόν συμπλήρωμα τίθεται το νέο υλικό στη διάθεση διδασκόντων,
φοιτητών και κάθε ενδιαφερομένου έως ότου κυκλοφορήσει η τρίτη έκδοση·
αυτό ενδέχεται να καθυστερήσει κάπως γιατί υπάρχει ακόμη αποθεματικό από
τη δεύτερη έκδοση του βιβλίου. Για να διευκολύνουμε τους χρήστες συμπε-
ριλάβαμε και τις ασκήσεις του τρίτου κεφαλαίου. Παρουσιάζουμε την αρίθ-
μηση των σχέσεων, των ασκήσεων, και των σελίδων της μελλοντικής τρίτης
έκδοσης.

Σεπτέμβριος 2022

Γ. Δ. Ακρίβης
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3. Μέθοδοι των Runge–Kutta

Σε αυτό το κεφάλαιο θα μελετήσουμε μια πολύ σημαντική κατηγορία μεθό-
δων αριθμητικής επίλυσης προβλημάτων αρχικών τιμών, τις μεθόδους των
Runge–Kutta, οι οποίες έχουν ιστορία άνω των εκατόν είκοσι πέντε ετών1.

Στην παράγραφο 3.1 δίνουμε τον ορισμό καθώς και παραδείγματα με-
θόδων των Runge–Kutta. Οι άμεσες μέθοδοι των Runge–Kutta είναι καλώς
ορισμένες· η ύπαρξη και μοναδικότητα των προσεγγίσεων που παράγουν οι
πεπλεγμένες μέθοδοι αυτής της κατηγορίας, για αρκετά μικρό βήμα h; απο-
δεικνύεται στην παράγραφο 3.2, στην οποία επίσης αποδεικνύεται η ευστά-
θειά τους. Η υλοποίηση των πεπλεγμένων μεθόδων των Runge–Kutta είναι
γενικά δαπανηρή, οι μέθοδοι όμως αυτές παρουσιάζουν μεγάλο ενδιαφέρον,
κυρίως γιατί πολλές από αυτές συνδυάζουν εξαιρετικές ιδιότητες ευστάθειας
με υψηλή τάξη ακρίβειας. Οι παράγραφοι 3.3–3.6 αφιερώνονται στη μελέτη
της τάξης ακρίβειας και της σύγκλισης των μεθόδων Runge-Kutta. Συγκεκρι-
μένα στην 3.3 παρουσιάζουμε μια εισαγωγή στο θέμα και υπολογίζουμε την
τάξη ακρίβειας ορισμένων απλών μεθόδων. Στην παράγραφο 3.4 μελετούμε
συστηματικά το πρόβλημα του προσδιορισμού της τάξης ακρίβειας, ενώ στην
3.5 μελετούμε το ίδιο πρόβλημα με χρήση εννοιών της θεωρίας γραφημάτων,
συγκεκριμένα χρησιμοποιώντας ριζωμένα δέντρα. Τέλος στην παράγραφο 3.6
αποδεικνύουμε ένα θεώρημα ικανών (απλοποιημένων) συνθηκών για να έχει
μια μέθοδος συγκεκριμένη τάξη ακρίβειας. Στην παράγραφο 3.7 εξετάζουμε
μια ειδική κατηγορία μεθόδων, τις μεθόδους συνεγγισμού, ενώ η παράγραφος
3.8 αφορά ένα πρακτικό θέμα, την εκτίμηση του τοπικού σφάλματος και την
αυτόματη μεταβολή βήματος. Στην παράγραφο 3.9 μελετούμε την απόλυτη
ευστάθεια (και ορισμένες γενικεύσεις της) αυτών των μεθόδων. Τέλος, κλεί-
νουμε το κεφάλαιο με δύο συμπληρωματικές παρατηρήσεις στην παράγραφο

1C. Runge: Über die numerische Auflösung von Differentialgleichungen. Math. Annal.
46 (1895) 167–178. W. Kutta: Beitrag zur näherungsweisen Integration totaler Differential-
gleichungen. ZAMP 46 (1901) 435–453.
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92 3. Μέθοδοι των Runge–Kutta

3.10.

3.1 Προκαταρκτικά: Συμβολισμός και παραδείγματα

Οι μέθοδοι RK (Runge–Kutta) εντάσσονται στην κατηγορία των μονοβημα-
τικών μεθόδων, δηλαδή των μεθόδων οι οποίες για τον υπολογισμό της προ-
σέγγισης ynC1 χρησιμοποιούν μόνο την αμέσως προηγούμενη τιμή yn:

Θεωρούμε κατ’ αρχάς το πρόβλημα αρχικών τιμών (1.1): Ζητείται μια συ-
νάρτηση y W Œa; b� ! R τέτοια ώστε

(3.1)

(
y 0

D f .t; y/; a 6 t 6 b;

y.a/ D y0:

Έστω q 2 N; �i 2 R; i D 1; : : : ; q (συνήθως 0 6 �i 6 1), aij 2 R; i; j D

1; : : : ; q; και bi 2 R; i D 1; : : : ; q: Για  W R ! R προσεγγίζουμε τα ολο-
κληρώματα Z �i

0

 .s/ ds

με τα αθροίσματα (κανόνες αριθμητικής ολοκλήρωσης)

qX
j D1

aij .�j /; i D 1; : : : ; q;

και το ολοκλήρωμα Z 1

0

 .s/ ds

με το άθροισμα
qX

j D1

bj .�j /:

Οι σταθερές aij ; �i ; bi ορίζουν δηλαδή qC 1 τύπους αριθμητικής ολοκλήρω-
σης. Τα �i είναι οι κόμβοι σε όλους αυτούς τους τύπους ολοκλήρωσης, τα bi εί-
ναι τα βάρη στον τύπο για την προσέγγιση του ολοκληρώματος στο διάστημα
Œ0; 1�; και τα aij ; j D 1; : : : ; q; είναι τα βάρη στον τύπο που χρησιμοποιείται
για την προσέγγιση του ολοκληρώματος στο διάστημα Œ0; �i �: Καθένα τέτοιο
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σύνολο σταθερών ορίζει μια μέθοδο RK. Έχει επικρατήσει να γράφουμε αυ-
τούς τους αριθμούς σε μορφή μητρώου (συμβολισμός του J. Butcher)

(3.2)

a11 a12 : : : a1q �1

a21 a22 : : : a2q �2

:::
:::

:::
:::

aq1 aq2 : : : aqq �q

b1 b2 : : : bq

D
A �

b>
;

όπου A D .aij / 2 Rq;q; b D .b1; : : : ; bq/
> και � D .�1; : : : ; �q/

>:

Έστω, όπως ακριβώς και στο προηγούμενο κεφάλαιο, N 2 N; h WD
b�a
N
;

tn WD a C nh; n D 0; : : : ; N: Συμβολίζουμε με yn; n D 0; : : : ; N; την αριθ-
μητική προσέγγιση της τιμής της λύσης του (3.1) στο σημείο tn; την οποία
παράγει μια μέθοδος RK. Έστω επί πλέον

(3.3) tn;i
WD tn C �ih; i D 1; : : : ; q:

Ολοκληρώνοντας και τα δύο μέλη της Δ.Ε. y 0 D f .t; y/ ως προς t από tn έως
tn;i ; i D 1; : : : ; q; έχουμε

y.tn;i/ � y.tn/ D

Z tnC�i h

tn

f
�
t; y.t/

�
dt:

Τώρα, με την αλλαγή μεταβλητής t D tn C sh;Z tnC�i h

tn

f
�
t; y.t/

�
dt D h

Z �i

0

f
�
tn C sh; y.tn C sh/

�
ds;

συνεπώς

y.tn;i/ D y.tn/C h

Z �i

0

f
�
tn C sh; y.tn C sh/

�
ds; i D 1; : : : ; q:

Προσεγγίζοντας τα ολοκληρώματα στο δεξιό μέλος αυτής της σχέσης με τη
βοήθεια των τύπων αριθμητικής ολοκλήρωσης με κόμβους �j και βάρη aij ;

οδηγούμαστε στον ορισμό προσεγγίσεων yn;i των τιμών y.tn;i/ που ικανο-
ποιούν τις σχέσεις

(3.4) yn;i
D yn

C h

qX
j D1

aijf .t
n;j ; yn;j /; i D 1; : : : ; q:
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Ολοκληρώνοντας τώρα τη Δ.Ε. y 0 D f .t; y/ από tn έως tnC1; κάνοντας
αλλαγή μεταβλητής t D tn C hs; και προσεγγίζοντας το ολοκλήρωμα που
προκύπτει στο διάστημα Œ0; 1� με τον τύπο ολοκλήρωσης με κόμβους �i και
βάρη bi ; i D 1; : : : ; q; οδηγούμαστε στον εξής ορισμό της προσέγγισης ynC1

της τιμής y.tnC1/

(3.5) ynC1
WD yn

C h

qX
iD1

bif .t
n;i ; yn;i/:

Η μέθοδος RK που περιγράφεται από το μητρώο (3.2) παράγει συνεπώς τις
προσεγγίσεις y0; : : : ; yN ; που δίνονται μέσω των σχέσεων

(3.6)

‚
y0

WD y0

yn;i
Dyn

C h

qX
j D1

aijf .t
n;j ; yn;j /; 1 6 i 6 q;

ynC1
WDyn

C h

qX
iD1

bif .t
n;i ; yn;i/

	

; n D 0; : : : ; N�1:

Οι σχέσεις (3.6) περιγράφουν τη γενική μέθοδο RK με q ενδιάμεσα στά-
δια. Τα ενδιάμεσα στάδια yn;i ορίζονται ως λύση του συστήματος (3.4). Το
(3.4) είναι γενικά ένα μη γραμμικό σύστημα, και στην περίπτωση του προ-
βλήματος (3.1) αποτελείται από q εξισώσεις για τους q αγνώστους yn;i : Με
το πρόβλημα της επιλυσιμότητος του (3.4) θα ασχοληθούμε στην επόμενη πα-
ράγραφο, σημειώνουμε όμως από τώρα ότι για αρκετά μικρό h τα ενδιάμεσα
στάδια yn;i ; i D 1; : : : ; q; ορίζονται μονοσήμαντα. Τα yn;i ; i D 1; : : : ; q;

αποτελούν μεν προσεγγίσεις των y.tn;i/; χρησιμοποιούνται όμως μόνο βοη-
θητικά για τον υπολογισμό προσεγγίσεων ynC1 μέσω του τύπου (3.5). Κατά
την εκτίμηση του σφάλματος των μεθόδων RK (παράγραφοι 3.3 και 3.6) δεν
θα μας απασχολήσει το πόσο καλές προσεγγίσεις των y.tn;i/ είναι τα yn;i ·
κυρίως μας ενδιαφέρει πόσο καλή προσέγγιση του y.tnC1/ είναι το ynC1:

Ένας εναλλακτικός τρόπος περιγραφής του βήματος της γενικής μεθόδου
RK με q ενδιάμεσα στάδια είναι ο εξής: Θέτουμε kn;i D f .tn;i ; yn;i/; οπότε
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οι σχέσεις (3.4) και (3.5) γράφονται στη λεγόμενη “μορφή k”

(3.7)

˚
kn;i

D f
�
tn;i ; yn

C h

qX
j D1

aijk
n;j

�
; i D 1; : : : ; q;

ynC1
WD yn

C h

qX
iD1

bik
n;i :

Η εφαρμογή μιας μεθόδου RK που αντιστοιχεί στο μητρώο (3.2) για την
προσέγγιση της λύσης ενός προβλήματος αρχικών τιμών για ένα σύστημα m
Δ.Ε.

(3.8)

(
y 0

D f .t; y/; a 6 t 6 b;

y.a/ D y0;

y W Œa; b� ! Rm είναι άμεση: Όλοι οι τύποι, π.χ. (3.6), (3.7), παραμένουν
οι ίδιοι, με τη διαφορά ότι σε αυτήν την περίπτωση y0; yn; yn;i ; kn;i 2 Rm:

Το μη γραμμικό σύστημα (3.4) αποτελείται τώρα από mq εξισώσεις και mq
αγνώστους, τις συνιστώσες των q διανυσμάτων yn;i 2 Rm; που ορίζονται
μονοσήμαντα για αρκετά μικρό h; βλ. παράγραφο 3.2.

Σχόλιο. Ας θεωρήσουμε δύο μητρώα της μορφής

A �

b>
D

a11 a12 �1

a21 a22 �2

b1 b2

και zA Q�

Qb>
D

a22 a21 �2

a12 a11 �1

b2 b1

;

τέτοια δηλαδή ώστε το δεύτερο να προκύπτει από το πρώτο με κατάλληλη
αρίθμηση, συγκεκριμένα με εναλλαγή των γραμμών του πίνακα A (που συ-
μπαρασύρει και τις αντίστοιχες συνιστώσες του διανύσματος � ) και των στη-
λών του πίνακα A (που συμπαρασύρει και τις αντίστοιχες συνιστώσες του
διανύσματος b). Όπως θα δούμε τα δύο αυτά μητρώα περιγράφουν την ίδια
μέθοδο RK.

Για το πρώτο μητρώο θα χρησιμοποιήσουμε τους συνηθισμένους συμβο-
λισμούς, βλ. τις (3.4) και (3.5), για το δεύτερο συμβολίζουμε με Qtn;i τους εν-
διάμεσους κόμβους, Qtn;1 D tn C �2h D tn;2 και Qtn;2 D tn C �1h D tn;1;

με Qyn;i τα ενδιάμεσα στάδια και με QynC1 την προσέγγιση στο σημείο tnC1;



96 3. Μέθοδοι των Runge–Kutta

υποθέτοντας ότι η προσέγγιση στο σημείο tn είναι yn: Τότε έχουμε

(3.40)

(
Qyn;1

D yn
C h

�
a22f .Qt

n;1; Qyn;1/C a21f .Qt
n;2; Qyn;2/

�
Qyn;2

D yn
C h

�
a12f .Qt

n;1; Qyn;1/C a11f .Qt
n;2; Qyn;2/

�
και

(3.50) QynC1
D yn

C h
�
b2f .Qt

n;1; Qyn;1/C b1f .Qt
n;2; Qyn;2/

�
:

Συγκρίνοντας τις (3.4) και (3.40) διαπιστώνουμε αμέσως ότι Qyn;1 D yn;2 και
Qyn;2 D yn;1; οπότε από τις (3.5) και (3.50) προκύπτει ότι QynC1 D ynC1:

Επομένως, τα δύο μητρώα περιγράφουν όντως την ίδια μέθοδο RK.
Αυτό ισχύει βεβαίως και γενικότερα: Αν ένα μητρώο προκύπτει από ένα

άλλο με εναλλαγή των γραμμών i και j ή των στηλών i και j (διαδικασία
που μπορεί φυσικά να επαναληφθεί πολλές φορές), δηλαδή, όπως λέμε, με
κατάλληλη αρίθμηση, τότε τα δύο μητρώα περιγράφουν την ίδια μέθοδο RK.

Στην περίπτωση που ο πίνακας A μιας μεθόδου RK, ενδεχομένως ύστερα
από κατάλληλη αρίθμηση, είναι γνήσια κάτω τριγωνικός, δηλαδή στην περί-
πτωση που aij D 0 για j > i; ο προσδιορισμός των yn;i (ή των kn;i ) γίνεται
με απλή αντικατάσταση�

yn;1
D yn

yn;2
D yn

C ha21f .t
n;1; yn;1/

:::

yn;q
D yn

C h

q�1X
j D1

aqjf .t
n;j ; yn;j /

ή �
kn;1

D f .tn;1; yn/

kn;2
D f .tn;2; yn

C ha21k
n;1/

:::

kn;q
D f

�
tn;q; yn

C h

q�1X
j D1

aqjk
n;j

�
:

Τέτοιες μέθοδοι RK λέγονται άμεσες. Όλες οι άλλες λέγονται πεπλεγμένες.
Μια σημαντική κατηγορία πεπλεγμένων μεθόδων RK είναι οι λεγόμενες ημι-
πεπλεγμένες, στις οποίες ο πίνακας A; ενδεχομένως ύστερα από κατάλληλη
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αρίθμηση, είναι κάτω τριγωνικός, δηλαδή aij D 0 για j > i: Το σύστημα
(3.4) σε αυτήν την περίπτωση είναι της μορφής

�
yn;1

D yn
C ha11f .t

n;1; yn;1/

yn;2
D yn

C ha21f .t
n;1; yn;1/C ha22f .t

n;2; yn;2/
:::

yn;q
D yn

C h

qX
j D1

aqjf .t
n;j ; yn;j /:

Τα q συστήματα (στην περίπτωσηm D 1 οι q εξισώσεις) είναι τώρα αποσυν-
δεδεμένα. Η πρώτη σχέση είναι έναm�m μη γραμμικό σύστημα με λύση το
yn;1: Αντικαθιστώντας το yn;1 στη δεύτερη σχέση και λύνοντας ένα m � m

σύστημα προσδιορίζουμε το yn;2 κ.ο.κ. Σημειώστε ότι η επίλυση q m � m

συστημάτων είναι πολύ οικονομικότερη από την επίλυση ενός qm � qm συ-
στήματος.

Παραδείγματα μεθόδων των Runge–Kutta
1. Το μητρώο

0 0

1

περιγράφει τη μέθοδο του Euler. Πράγματι, έχουμε(
yn;1

D yn

ynC1
D yn

C hf .tn; yn;1/;

συνεπώς
ynC1

D yn
C hf .tn; yn/:

2. Το μητρώο

1 1

1

περιγράφει την πεπλεγμένη μέθοδο του Euler (2.47). Πράγματι, έχουμε(
yn;1

D yn
C hf .tnC1; yn;1/

ynC1
D yn

C hf .tnC1; yn;1/:
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Αν το h είναι αρκετά μικρό, η συνάρτηση g; g.x/ WD yn Chf .tnC1; x/; είναι
συστολή στο R (βλ. τα σχόλια αμέσως μετά τη (2.47). ), και η πρώτη εξίσωση
έχει μοναδική λύση yn;1: Αφού τα δεύτερα μέλη των δύο παραπάνω σχέσεων
συμπίπτουν, θα έχουμε yn;1 D ynC1; οπότε, αντικαθιστώντας στη δεύτερη
σχέση το yn;1 με το ynC1; γράφουμε την πεπλεγμένη μέθοδο του Euler στη
συνήθη μορφή

ynC1
D yn

C hf .tnC1; ynC1/:

3. Το μητρώο
1
2

1
2

1

περιγράφει την πεπλεγμένη μέθοδο

(3.9) ynC1
D yn

C hf
�
tn C

h

2
;
1

2
.yn

C ynC1/
�
; n D 0; : : : ; N � 1;

η οποία για προφανείς λόγους καλείται μέθοδος του μέσου. Πράγματι, έχουμε
‚
yn;1

D yn
C
h

2
f .tn C

h

2
; yn;1/

ynC1
D yn

C hf .tn C
h

2
; yn;1/:

Για αρκετά μικρό h η απεικόνιση g; g.x/ WD yn C
h
2
f .tn C

h
2
; x/; είναι συ-

στολή, και οι παραπάνω δύο σχέσεις δίνουν αμέσως yn;1 D
1
2
.yn C ynC1/:

Αντικαθιστώντας το yn;1 στη δεύτερη σχέση με την παράσταση 1
2
.yn CynC1/

οδηγούμαστε στην (3.9).
4. Το μητρώο

0 0 0
1
2

1
2

1
1
2

1
2

περιγράφει τη μέθοδο του τραπεζίου (2.57). Πράγματι, έχουμε
†
yn;1

D yn

yn;2
D yn

C
h

2

�
f .tn; yn;1/C f .tnC1; yn;2/

�
ynC1

D yn
C
h

2

�
f .tn; yn;1/C f .tnC1; yn;2/

�
:
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Από εδώ παίρνουμε αμέσως yn;1 D yn; και, για αρκετά μικρό h; yn;2 D

ynC1: Αντικαθιστώντας τα yn;1; yn;2 με τα yn; ynC1; αντίστοιχα, στην τρίτη
σχέση, οδηγούμαστε στη (2.57).
5. Όπως διαπιστώνει κανείς αμέσως, το μητρώο

0 0 0
1
2

0 1
2

0 1

περιγράφει τη μέθοδο

(3.10)

‚
yn;2

WD yn
C
h

2
f .tn; yn/

ynC1
WD yn

C hf
�
tn C

h

2
; yn;2

�
;

η οποία καλείται βελτιωμένη μέθοδος του Euler ή άμεση μέθοδος του μέσου.
6. Μια ενδιαφέρουσα οικογένεια ημιπεπλεγμένων μεθόδων RK με δύο στάδια
περιγράφεται από το μονοπαραμετρικό μητρώο

(3.11)
� 0 �

1 � 2� � 1 � �
1
2

1
2

με � 2 R: Γενικά αυτές οι μέθοδοι είναι τάξης p D 2; δηλαδή για το σφάλμα
τους ισχύει η εκτίμηση (2.59) με p D 2: Για � D

1
2

˙

p
3

6
παίρνουμε τις

πολύ ενδιαφέρουσες (2,3) (δύο στάδια και τάξη ακρίβειας p D 3) διαγώνια
πεπλεγμένες μεθόδους RK ( (2,3) DIRK), δηλαδή ημιπεπλεγμένες με διαγώνια
στοιχεία του πίνακα A ίσα.
7. Πολύ ενδιαφέρουσες ιδιότητες έχει η μέθοδος με δύο στάδια, η οποία πε-
ριγράφεται από το μητρώο

(3.12)

1
4

1
4

� � 1
2

� �
1
4

C � 1
4

1
2

C �
1
2

1
2

; � D

p
3

6
:

Η μέθοδος RK που προκύπτει είναι η μόνη μέθοδος RK δύο σταδίων με τάξη
ακρίβειας τέσσερα. Η τάξη ακρίβειας όλων των άλλων μεθόδων RK με δύο
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στάδια είναι μικρότερη του τέσσερα. Η μέθοδος (3.12) λέγεται μέθοδοςGauss-
Legendre δύο σημείων. O λόγος είναι ότι τα �i D

1
2

˙ � και τα bi D 1=2 της
(3.12) είναι οι κόμβοι και τα βάρη, αντίστοιχα, του τύπου ολοκλήρωσης του
Gauss με δύο σημεία στο διάστημα Œ0; 1� και με συνάρτηση βάρουςw.x/ D 1:

8. Τα μητρώα

(3.13)

0 0 0 0
1
2

0 0 1
2

�1 2 0 1
1
6

2
3

1
6

(3.14)

0 0 0 0
1
3

0 0 1
3

0 2
3

0 2
3

1
4

0 3
4

(3.15)

0 0 0 0
1
2

0 0 1
2

0 3
4

0 3
4

2
9

1
3

4
9

περιγράφουν τρεις άμεσες μεθόδους RK με τρία στάδια και τάξη ακρίβειας
τρία, οι οποίες λέγονται μέθοδος Kutta τρίτης τάξης, μέθοδος Heun τρίτης τά-
ξης, και μέθοδος του Ralston, αντίστοιχα.
9. Τέλος, η λεγόμενη κλασσική μέθοδος των Runge–Kutta είναι άμεση, έχει
τέσσερα στάδια και τάξη ακρίβειας επίσης τέσσερα. Δίνεται από το μητρώο

(3.16)

0 0 0 0 0
1
2

0 0 0 1
2

0 1
2

0 0 1
2

0 0 1 0 1
1
6

1
3

1
3

1
6

:

Στη συνέχεια θα δούμε και άλλα παραδείγματα μεθόδων RK.
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3.2 Επιλυσιμότητα και ευστάθεια μεθόδων RK

Σε αυτήν την παράγραφο αποδεικνύουμε κατ’ αρχάς ότι οι προσεγγίσεις που
δίνουν οι μέθοδοι RK ορίζονται μονοσήμαντα, τουλάχιστον για αρκετά μικρό
h· στη συνέχεια αποδεικνύουμε ευστάθεια των μεθόδων RK.

3.2.1 Επιλυσιμότητα

Θα αποδείξουμε πρώτα ότι οι μέθοδοι RK (3.6) είναι, για h αρκετά μικρό,
καλώς ορισμένες. Για τις άμεσες μεθόδους δεν τίθεται φυσικά θέμα, αφού τα
ενδιάμεσα στάδια yn;i ορίζονται, σε αυτήν την περίπτωση, προφανώς, μο-
νοσήμαντα. Αυτό που μένει να αποδείξουμε είναι ότι και στην περίπτωση πε-
πλεγμένων μεθόδων το σύστημα (3.4) λύνεται μονοσήμαντα, τουλάχιστον για
αρκετά μικρό h:Χάριν απλότητος θεωρούμε την περίπτωση μιας Δ.Ε., δηλαδή
του προβλήματος αρχικών τιμών (3.1). Για τη συνάρτηση f υποθέτουμε ότι
ισχύει η ολική συνθήκη του Lipschitz

(3.17) 9L > 0 8t 2 Œa; b� 8y1; y2 2R
ˇ̌
f .t; y1/�f .t; y2/

ˇ̌
6 Ljy1 �y2j:

Πρόταση 3.1 (Ύπαρξη και μοναδικότητα προσεγγίσεων.) Έστω ότι ισχύει η
(3.17), και έστω ότι h < 1


; όπου

 WD L max
16i6q

qX
j D1

jaij j:

Τότε το σύστημα (3.4) λύνεται μονοσήμαντα ως προς yn;1; : : : ; yn;q:

Απόδειξη. Θεωρούμε την απεικόνιση F W Rq ! Rq;

Fi.x/ WD yn
C h

qX
j D1

aijf .t
n;j ; xj /; 1 6 i 6 q;

όπου x D .x1; : : : ; xq/
> και F.x/ D

�
F1.x/; : : : ; Fq.x/

�>
:

Προφανώς, κάθε σταθερό σημείο της F αποτελεί λύση του συστήματος
(3.4) και, αντίστροφα, κάθε λύση του συστήματος (3.4) αποτελεί σταθερό ση-
μείο της F:Αρκεί, συνεπώς, να αποδείξουμε ότι, για h < 1


; η F έχει ακριβώς

ένα σταθερό σημείο.
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Χρησιμοποιώντας την (3.17) έχουμε, για x; Qx 2 Rq και i D 1; : : : ; q;

ˇ̌
Fi.x/ � Fi. Qx/

ˇ̌
D

ˇ̌
h

qX
j D1

aij

�
f .tn;j ; xj / � f .tn;j ; Qxj /

� ˇ̌
6 hL

qX
j D1

jaij jjxj � Qxj j;

συνεπώς

(3.18) 8x; Qx 2 Rq
8i 2 f1; : : : ; qg

ˇ̌
Fi.x/ � Fi. Qx/

ˇ̌
6 hmax

j
jxj � Qxj j:

Αν συμβολίσουμε τη νόρμα μεγίστου στον Rq με k � k1; η (3.18) μας δίνει
προφανώς

(3.19) 8x; Qx 2 Rq
kF.x/ � F. Qx/k1 6 hkx � Qxk1:

Λόγω της υπόθεσης h < 1; η F είναι συστολή στον .Rq; k � k1/; άρα έχει
ακριβώς ένα σταθερό σημείο, γεγονός που ολοκληρώνει την απόδειξη.

Συνεπώς, το (γενικά) μη γραμμικό σύστημα (3.4) έχει μοναδική λύση, αν
h < 1=: (Εντελώς ανάλογη συνθήκη απαιτείται και για συστήματα Δ.Ε. της
μορφής (3.8), βλ. Άσκηση 3.1.) Όταν η σταθερά Lipschitz είναι μεγάλη (άκαμ-
πτα προβλήματα), η συνθήκη αυτή συνιστά σοβαρό περιορισμό του βήματος
h: Υπό ορισμένες προϋποθέσεις για τη συνάρτηση f (παραδείγματος χάριν,
αν ισχύει η (2.49) ή κατάλληλες γενικεύσεις της στην περίπτωση συστημά-
των) και για ορισμένες πεπλεγμένες μεθόδους RK (που περιλαμβάνουν π.χ.
την πεπλεγμένη μέθοδο του Euler, την πεπλεγμένη μέθοδο του μέσου, τις ημι-
πεπλεγμένες μεθόδους (3.11) για � > 0; τη μέθοδο Gauss–Legendre (3.12)
με q D 2 στάδια και τις γενικεύσεις της για γενικό q κ.α.), είναι δυνατόν να
αποδειχθεί ότι τα yn;i είναι καλώς ορισμένα χωρίς περιορισμό στο h: (Βλ.
Ασκήσεις 3.41–3.44 στο τέλος αυτού του κεφαλαίου.)

Η λύση Y n D .yn;i/ 2 Rq του μη γραμμικού συστήματος (3.4) μπορεί,
για κάθε n; να προσεγγισθεί είτε με την απλή επαναληπτική μέθοδο Y n

.`C1/
D

F.Y n
.`/
/; ` D 0; 1; 2; : : : ; όπουF W Rq ! Rq η απεικόνιση που ορίσθηκε στην

απόδειξη της Πρότασης 3.1, είτε με τη μέθοδο του Νεύτωνα ή κάποια παραλ-
λαγή της. Είδαμε ήδη στην παράγραφο 2.4.1 με ποιον τρόπο εφαρμόζεται η
μέθοδος του Νεύτωνα με ένα βήμα στην περίπτωση της πεπλεγμένης μεθόδου
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του Euler. Στη γενική περίπτωση μιας πεπλεγμένης μεθόδου RK, θεωρούμε
την απεικόνιση ˚ W Rq ! Rq; όπου, για x D .x1; : : : ; xq/

> 2 Rq;

˚i.x/ WD xi � Qyn
� h

qX
j D1

aijf .t
n;j ; xj /; 1 6 i 6 q;

και όπου με Qyn συμβολίζουμε την προσέγγιση της y.tn/ που έχουμε ήδη κα-
τασκευάσει στο προηγούμενο βήμα. Η μέθοδος του Νεύτωνα υπολογίζει τη
λύση Y n 2 Rq του μη γραμμικού συστήματος˚.x/ D 0 ως όριο της ακολου-
θίας Y n

.`/
2 Rq; ` D 0; 1; 2; : : : ; όπου

(3.20) J.Y n
.`//

�
Y n

.`C1/ � Y n
.`/

�
D �˚.Y n

.`//; ` D 0; 1; 2; : : : :

Στην (3.20) ο J.Y n
.`/
/ είναι ο Ιακωβιανός πίνακας της απεικόνισης ˚ στο ση-

μείο x D Y n
.`/

2 Rq: Δεν είναι δύσκολο να δούμε ότι τα στοιχεία του δίνονται
από τους τύπους

Jij .x/ D
@˚i

@xj

.x/ D ıij � haijfy.t
n;j ; xj /;

όπου, κατά τα γνωστά, ıij D 1; αν i D j; και ıij D 0; αν i ¤ j: Συμπεραί-
νουμε, λοιπόν, ότι η (3.20) γράφεται στη μορφή

Y
n;i

.`C1/
� h

qX
j D1

aijfy

�
tn;j ; Y

n;j

.`/

��
Y

n;j

.`C1/
� Y

n;j

.`/

�
D

D Qyn
C h

qX
j D1

aijf
�
tn;j ; Y

n;j

.`/

�
; ` D 0; 1; 2; : : : ; 1 6 i 6 q;

όπου Y n
.`/

D
�
Y

n;i

.`/

�
2 Rq: Επομένως, για κάθε `; η προσέγγιση Y n

.`C1/
είναι

λύση γραμμικού συστήματος της μορφής

(3.21)
�
I � hA diag

�
fy

�
tn;j ; Y

n;j

.`/

���
Y n

.`C1/ D Bn
.`/;

μεBn
.`/

2 Rq γνωστό, όπου με diagŒ�j � συμβολίζουμε τον διαγώνιο πίνακα με
διαγώνιο στοιχείο �i στη γραμμή i: (Στη γενική περίπτωση συστήματος Δ.Ε.
y 0 D f .t; y/; y 2 Rm; ο πίνακας diag

�
fy

�
tn;j ; Y

n;j

.`/

��
αντικαθίσταται από
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τονm�m πίνακαDf
�
Y

n;j

.`/

�
; δηλαδή τον Ιακωβιανό πίνακα –ως προς y– της

f:)
Υπάρχουν πολλά παραδείγματα μη γραμμικών ακάμπτων προβλημάτων,

που εμφανίζονται στις εφαρμογές, για τα οποία μπορούμε να αποδείξουμε
ότι για κατάλληλες μεθόδους RK (που περιλαμβάνουν αυτές που αναφέραμε
προηγουμένως) ο πίνακας του αριστερού μέλους της (3.21) είναι αντιστρέ-
ψιμος είτε χωρίς κανέναν περιορισμό στο βήμα h είτε με κάποιον περιορι-
σμό, ο οποίος είναι πολύ λιγότερο αυστηρός από τη συνθήκη h < 1=;  WD

LkAk1; της Πρότασης 3.1. Μπορούμε επίσης να αποδείξουμε στη συνέχεια
ότι η ακολουθία Y n

.`/
; ` D 0; 1; 2; : : : ; συγκλίνει τετραγωνικά (βλ. [2, παρ.

2.2 και 2.3]) στη λύση Y n D
�
Y n;i

�
2 Rq του μη γραμμικού συστήματος

˚.x/ D 0: Ορίζουμε κατόπιν την προσέγγιση QynC1 της y.tnC1/ ως

QynC1
D Qyn

C h

qX
iD1

bif
�
tn;i ; Y n;i

�
και προχωρούμε στο επόμενο χρονικό βήμα.

Ως αρχική τιμή Y n
.0/

της ακολουθίας Y n
.`/

επιλέγουμε συνήθως το διάνυσμα
. Qyn; : : : ; Qyn/> 2 Rq ή υπολογίζουμε τις συνιστώσες Y n;i

.0/
; για i D 1; : : : ; q;

ως γραμμικούς συνδυασμούς προηγουμένων τιμών Qyk; k 6 n; έτσι ώστε οι
αντίστοιχοι γραμμικοί συνδυασμοί των y.tk/ να είναι καλές προσεγγίσεις των
y.tn;i/: (Αυτό μπορεί να επιτευχθεί με χρήση πολυωνυμικής παρεμβολής.)
Στην πράξη τερματίζουμε την ακολουθία Y n

.`/
όταν π.χ. η ποσότητα kY n

.`C1/
�

Y n
.`/

k γίνει μικρότερη από κάποιον προκαθορισμένο αριθμό "; συνήθως της
τάξης του σφάλματος στρογγύλευσης. Αν η αρχική τιμή Y n

.0/
είναι αρκετά

κοντά στη λύση Y n; η μέθοδος του Νεύτωνα συγκλίνει ταχύτατα. (Γενικά,
δεν μας ενδιαφέρει να προσδιορίσουμε την ακριβή λύση Y n του συστήματος
˚.x/ D 0; αλλά μια προσέγγισή της που να κατασκευάζεται σχετικά εύκολα,
δηλαδή με μικρό πλήθος επαναλήψεων ` D 1; 2; : : : ; για κάθε n; και που να
δίνει σφάλμα αρκετά μικρό, έτσι ώστε το τοπικό σφάλμα του QynC1 να εξακο-
λουθεί να είναι της τάξης hpC1; όπου p η τάξη ακρίβειας της μεθόδου RK.
Αυτό, για συγκεκριμένες μεθόδους RK, μπορεί να επιτευχθεί με συγκεκριμένο
πλήθος επαναλήψεων Νεύτωνα· π.χ. με μία επανάληψη για την πεπλεγμένη
μέθοδο του Euler, όπως είδαμε στην παράγραφο 2.4.1.)

Σε μεγάλα συστήματα διαφορικών εξισώσεων ο υπολογισμός του Ιακω-
βιανού πίνακαDf

�
Y

n;j

.`/

�
; που υπεισέρχεται στον πίνακα του ανάλογου προς

το (3.21) γραμμικού συστήματος, μπορεί να είναι χρονοβόρος, αφού πρέπει να
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γίνει όχι μόνο σε κάθε χρονικό βήμα n αλλά και σε κάθε επανάληψη Νεύτωνα
`: Έχουν επινοηθεί λοιπόν απλουστεύσεις της μεθόδου του Νεύτωνα, για τις
οποίες ο υπολογισμός του Ιακωβιανού πίνακα δεν απαιτείται, παραδείγματος
χάριν, για κάθε `: Στη λεγόμενη μέθοδο σταθερής κλίσης, φερ’ ειπείν, υπολο-
γίζουμε στο αριστερό μέλος της (3.21) τον όρο fy στο σημείο

�
tn;j ; Y

n;j

.0/

�
;

δηλαδή επιλύουμε μια ακολουθία γραμμικών συστημάτων με τον ίδιο πίνακα
συντελεστών. (Ανάλογα, για συστήματα Δ.Ε., υπολογίζουμε τον Ιακωβιανό
πίνακα Df

�
Y

n;j

.0/

�
: Μάλιστα, αν είναι δύσκολο ή αδύνατο να υπολογιστούν

οι τιμές των παραγώγων @fi

@yj
; τις προσεγγίζουμε με πηλίκα διαφορών, για τα

οποία χρειαζόμαστε μόνο τιμές των fi :) Με τέτοιες απλουστεύσεις θυσιά-
ζουμε βέβαια την τετραγωνική σύγκλιση της μεθόδου του Νεύτωνα, αφού,
γενικά, η ακολουθία Y n

.`/
συγκλίνει πλέον απλώς γραμμικά, οπότε απαιτείται

μεγαλύτερο πλήθος επαναλήψεων για να καταλήξουμε σε μια ‘αποδεκτή’ τε-
λική προσέγγιση Y n

.`/
: Όμως, σε πολλά παραδείγματα ακάμπτων συστημάτων

των εφαρμογών, τέτοιες στρατηγικές είναι οικονομικότερες σε σύγκριση με
τη χρήση της πλήρους μεθόδου του Νεύτωνα.

3.2.2 Ευστάθεια

Προχωρούμε τώρα σε μια πρώτη διερεύνηση της ευστάθειας των μεθόδωνRK,
δηλαδή αποδεικνύουμε κατ’ αρχάς ότι αυτές ικανοποιούν, όπως η μέθοδος του
Euler, διακριτά ανάλογα της ανισότητας (2.25).

Ορισμός 3.1 (Ευστάθεια μεθόδων RK.) Μια μέθοδος των Runge–Kutta λέγε-
ται ευσταθής, αν, για κάθε πρόβλημα αρχικών τιμών της μορφής (3.1) και υπό
τις προϋποθέσεις της Πρότασης 3.1, υπάρχει μια σταθερά C; ανεξάρτητη του
h; τέτοια ώστε για ακολουθίες y0; : : : ; yN ; z0; : : : ; zN ; οι οποίες πληρούν,
αντίστοιχα, τις σχέσεις (3.6) και τις

(3.22)

˚
zn;i

D zn
C h

qX
j D1

aijf .t
n;j ; zn;j /; 1 6 i 6 q;

znC1
WD zn

C h

qX
iD1

bif .t
n;i ; zn;i/;

n D 0; : : : ; N�1;

ισχύει

(3.23) max
16n6N

jyn
� zn

j 6 C jy0
� z0

j:
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Θα αποδείξουμε τώρα ότι όλες οι μέθοδοι των Runge–Kutta είναι με αυτήν
την (ασθενή) έννοια ευσταθείς. Θα διατυπώσουμε μάλιστα το αποτέλεσμά
μας λίγο πιο γενικά, έτσι όπως θα το χρειαστούμε αργότερα στην απόδειξη
σύγκλισης των μεθόδων RK.

Πρόταση 3.2 (Ευστάθεια μεθόδων RK.)Έστω μια μέθοδος RK, έστω ότι πλη-
ρούνται οι υποθέσεις της Πρότασης 3.1, και έστω y0; : : : ; yN οι προσεγγίσεις
που ορίζονται από τις σχέσεις (3.6). Θεωρούμε επίσης τις ποσότητες zn;i ; 0 6
n 6 N � 1; 1 6 i 6 q; και zn; 0 6 n 6 N; του R για τις οποίες υποθέτουμε
ότι ισχύουν οι σχέσεις, για 0 6 n 6 N � 1;

(3.24)

�
z0

2 R δεδομένο

zn;i
D zn

C h

qX
j D1

aijf .t
n;j ; zn;j /; i D 1; : : : ; q;

znC1
D zn

C h

qX
iD1

bif .t
n;i ; zn;i/C �n;

όπου �0; : : : ; �N �1 δεδομένοι αριθμοί. Τότε υπάρχουν σταθερές C1; C2; ανε-
ξάρτητες του h; τέτοιες ώστε

(3.25) max
16n6N

jyn
� zn

j 6 C1jy0
� z0

j C
C2

h
max

06n6N �1
j�n

j:

Απόδειξη.Αφαιρώντας κατά μέλη τις μεσαίες σχέσεις των (3.6) και (3.24) και
χρησιμοποιώντας την (3.17) λαμβάνουμε, για κάθε i D 1; : : : ; q;

jyn;i
� zn;i

j 6 jyn
� zn

j C hL

qX
j D1

jaij jjyn;j
� zn;j

j;

οπότε
jyn;i

� zn;i
j 6 jyn

� zn
j C h max

j
jyn;j

� zn;j
j:

Επομένως,

max
i

jyn;i
� zn;i

j 6 jyn
� zn

j C h max
j

jyn;j
� zn;j

j:



3.3. Τάξη ακρίβειας και σύγκλιση μεθόδων RK 107

Λόγω της υπόθεσης h < 1; αυτή η σχέση δίνει αμέσως

jyn;i
� zn;i

j 6
1

1 � h
jyn

� zn
j; i D 1; : : : ; q; n D 0; : : : ; N � 1:

Συνεπώς, αν h 6 h0 < 1=; υπάρχει σταθερά C; ανεξάρτητη του h; τέτοια
ώστε

(3.26) jyn;i
� zn;i

j 6 C jyn
� zn

j; i D 1; : : : ; q; n D 0; : : : ; N � 1:

Αφαιρώντας τώρα κατά μέλη τις τελευταίες σχέσεις των (3.6) και (3.24) και
χρησιμοποιώντας πάλι την (3.17) λαμβάνουμε

jynC1
� znC1

j 6 jyn
� zn

j C hL

qX
iD1

jbi jjy
n;i

� zn;i
j C j�n

j;

η οποία μαζί με την (3.26) δίνει, για n D 0; : : : ; N � 1;

(3.27) jynC1
� znC1

j 6
�
1C hLC

qX
iD1

jbi j

�
jyn

� zn
j C j�n

j:

Χρησιμοποιώντας τώρα το Λήμμα 2.1 και θέτοντας C 0 WD LC
Pq

iD1 jbi j

λαμβάνουμε αμέσως

(3.28) max
16n6N

jyn
� zn

j 6 eC 0.b�a/
jy0

� z0
j C

eC 0.b�a/ � 1

C 0h
max

06n6N �1
j�n

j;

που είναι η (3.25).

Για �n D 0; από την παραπάνω πρόταση έπεται η ευστάθεια μιας με-
θόδου RK. Σημειωτέον ότι εντελώς ανάλογα αποτελέσματα ισχύουν για την
περίπτωση συστημάτων Δ.Ε. της μορφής (3.8), βλ. Άσκηση 3.1.

3.3 Τάξη ακρίβειας και σύγκλιση μεθόδων RK

Σε αυτήν την παράγραφο θα ορίσουμε το τοπικό σφάλμα και την τάξη ακρί-
βειας μιας μεθόδου RK, θα δούμε πώς χρησιμοποιούμε το τοπικό σφάλμα για
να φράξουμε το σφάλμα της μεθόδου, και θα δώσουμε παραδείγματα προσ-
διορισμού της τάξης ακρίβειας συγκεκριμένων απλών μεθόδων RK.
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Υποθέτουμε ότι το δεύτερο μέλος f της Δ.Ε. y 0 D f .t; y/; και συνεπώς
και η λύση του προβλήματος αρχικών τιμών (3.1), είναι αρκετά ομαλές συναρ-
τήσεις. Θεωρούμε τη μέθοδο RK (3.6), και υποθέτουμε ότι το h είναι αρκετά
μικρό, έτσι ώστε να ισχύει η υπόθεση της Πρότασης 3.1, οπότε η μέθοδος εί-
ναι καλώς ορισμένη. Για να ορίσουμε την τάξη ακρίβειας μιας μεθόδου RK
εισάγουμε πρώτα, για n D 0; : : : ; N � 1; τις ποσότητες ın 2 R ως εξής:

(3.29)

˚
�n;i

D y.tn/C h

qX
j D1

aijf .t
n;j ; �n;j /; 1 6 i 6 q;

ın
D

h
y.tn/C h

qX
iD1

bif .t
n;i ; �n;i/

i
� y.tnC1/

(βλ. τον αντίστοιχο ορισμό και σχετικές παρατηρήσεις για τη μέθοδο του Euler
μετά τον τύπο (2.10) ). Τα �n;i ; i D 1; : : : ; q; και συνεπώς και το ın είναι κα-
λώς ορισμένα σύμφωνα με την Πρόταση 3.1. Το ın λέγεται σφάλμα συνέπειας
ή τοπικό σφάλμα διακριτοποίησης ή απλώς τοπικό σφάλμα της μεθόδου. Λέμε
ότι η τάξη ακρίβειας της μεθόδου (ή απλώς ότι η τάξη της μεθόδου) είναι p;
αν p είναι ο μεγαλύτερος ακέραιος, για τον οποίο υπάρχει σταθερά zC ανε-
ξάρτητη των h; N (εξαρτώμενη φυσικά από τα δεδομένα του προβλήματος,
τη λύση του, η οποία υποτίθεται αρκετά ομαλή, και τη συγκεκριμένη μέθοδο
RK) τέτοια ώστε

(3.30) max
06n6N �1

jın
j 6 zChpC1:

Διευκρινίζουμε ότι ζητούμε να ισχύει μια ανισότητα της μορφής (3.30) για
όλα τα προβλήματα αρχικών τιμών της μορφής (3.1) με αρκετά ομαλές συ-
ναρτήσεις f και y:

Από τον ορισμό του τοπικού σφάλματος μέσω των σχέσεων (3.29) προ-
κύπτει η εξής ερμηνεία του: Αν αντικαταστήσουμε στις σχέσεις (3.4) και (3.5)
την προσεγγιστική με την ακριβή λύση, δηλαδή το yn με y.tn/ και το ynC1

με y.tnC1/; τότε η (3.5) δεν ισχύει ακριβώς· η διαφορά των δύο μελών της
νέας σχέσης είναι η ποσότητα ın; η οποία μετράει συνεπώς το σφάλμα της
μεθόδου RK σε ένα βήμα της, με αρχική τιμή y.tn/:

H μέθοδος RK (3.6) καλείται συνεπής, αν η τάξη της p είναι τουλάχιστον
ένα. Ικανή και αναγκαία συνθήκη για τη συνέπεια μιας μεθόδου RK είναι να
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ισχύει b1 C � � � C bq D 1; βλ. Άσκηση 3.11.

Στην περίπτωση m � m συστημάτων Δ.Ε. της μορφής (3.8) οι ποσότητες
ın; που ορίζονται καλώς π.χ. μέσω των σχέσεων (3.29), αν το h είναι αρκετά
μικρό (βλ. Άσκηση 3.1), είναι διανύσματα του Rm: Λέμε συνεπώς ότι γενικά
η μέθοδος RK έχει τάξη ακρίβειας p; όταν αντί της (3.30) ισχύει η ανάλογη
σχέση

(3.31) max
06n6N �1

kın
k1 6 zChpC1:

Ο προσδιορισμός της τάξης ακρίβειας μιας μεθόδου RK είναι το κεντρικό
ερώτημα για τις μεθόδους αυτής της κατηγορίας. Από την ανισότητα (3.30)
(ή την (3.31) ) έπεται (μέσω της ευστάθειάς της – βλ. Πρόταση 3.2) ότι το
(ολικό) σφάλμα διακριτοποίησης της μεθόδου είναι O.hp/:

Θεώρημα 3.1 (Εκτίμηση σφάλματος μεθόδων RK.) Έστω ότι η f ικανοποιεί
τη συνθήκη του Lipschitz (3.17) και ότι το πρόβλημα (3.1) έχει μια αρκετά
ομαλή λύση. Με το  που ορίστηκε στην Πρόταση 3.1, έστω h0 > 0 τέτοιο ώστε
h0 < 1; και 0 < h 6 h0: Θεωρούμε τη μέθοδο RK (3.6) και υποθέτουμε ότι
για το τοπικό σφάλμα ισχύει η εκτίμηση (3.30). Τότε έχουμε

(3.32) max
06n6N

ˇ̌
y.tn/ � yn

ˇ̌
6

zC

C 0

�
eC 0.b�a/

� 1
�
hp;

όπου οι σταθερές zC και C; C 0 είναι ανεξάρτητες του h; και ορίστηκαν στην
(3.30) και στην απόδειξη της Πρότασης 3.2, αντίστοιχα.

Απόδειξη. Γράφουμε την (3.29) στη μορφή
˚
�n;i

D y.tn/C h

qX
j D1

aijf .t
n;j ; �n;j /; 1 6 i 6 q;

y.tnC1/ D

h
y.tn/C h

qX
iD1

bif .t
n;i ; �n;i/

i
� ın:

Σύμφωνα με την Πρόταση 3.2 έχουμε τότε, λαμβάνοντας υπ’ όψιν και το γε-
γονός ότι y0 D y0 D y.t0/;

max
06n6N

jy.tn/ � yn
j 6 C2h

�1 max
06n6N �1

jın
j;
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βλ. την (3.28), από την οποία έπεται αμέσως το αποτέλεσμα.

Υπό ανάλογες προϋποθέσεις (βλ. Άσκηση 3.1) ισχύει και το αντίστοιχο
θεώρημα για συστήματα Δ.Ε. (Αντικαθιστούμε στο αριστερό μέλος της (3.32)
την απόλυτη τιμή με τη νόρμα ky.tn/ � ynk1:)

Σημειώνουμε ακόμη ότι η συνέπεια μιας μεθόδου των Runge–Kutta είναι
αναγκαία συνθήκη για τη σύγκλισή της, βλ. την Άσκηση 3.12.

Πριν προχωρήσουμε στον προσδιορισμό της τάξης ακρίβειας συγκεκρι-
μένων μεθόδων RK, μια προκαταρκτική παρατήρηση: Υπό την προϋπόθεση
ότι η λύση ενός προβλήματος αρχικών τιμών είναι αρκετά ομαλή, αριθμητι-
κές μέθοδοι για την επίλυσή του που έχουν υψηλή τάξη ακρίβειας είναι, γε-
νικά, οικονομικότερες από μεθόδους χαμηλής τάξης ακρίβειας. Παρά το γεγο-
νός δηλαδή ότι μέθοδοι υψηλής τάξης έχουν μεγαλύτερο κόστος ανά χρονικό
βήμα n; αφού αυτές απαιτούν συνήθως μεγαλύτερο πλήθος υπολογισμών του
δευτέρου μέλους f .t; y/ σε κάθε βήμα, το συνολικό τους κόστος για να επιτύ-
χουν μικρό ολικό σφάλμα " είναι μικρότερο από το κόστος μεθόδων χαμηλής
τάξης. Έστω π.χ. μια μέθοδος τάξης p και ας υποθέσουμε ότι για κάποιο πρό-
βλημα το απόλυτο μέγιστο σφάλμα της " D max06n6N jy.tn/�ynj είναι κατά
προσέγγιση ίσο μεChp; όπουC θετική σταθερά. Αν η μέθοδος απαιτεί k υπο-
λογισμούς του δευτέρου μέλους f ανά βήμα, τότε το συνολικό κόστος της με-
θόδου γιαN βήματα θα είναι ανάλογο της ποσότηταςK D kN D k.b�a/=h:

Συνεπώς, έχουμε τελικά ότι K D k.b � a/.C="/1=p; ή, παίρνοντας λογαρίθ-
μους, ότι

(3.33) logK D C1 �
1

p
log ";

όπου C1 μια σταθερά ανεξάρτητη του ": Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι καθώς
μειώνεται το "; το συνολικό κόστος μιας μεθόδου υψηλότερης τάξης p είναι
μικρότερο από το συνολικό κόστος μιας μεθόδου με μικρότερο p:

Παράδειγμα 3.1 Θεωρούμε το πρόβλημα αρχικών τιμών(
y0

D y cos t; 0 6 t 6 10;

y.0/ D 1;

για το οποίο εύκολα βλέπουμε με χωρισμό των μεταβλητών ότι έχει τη λύση y.t/ D

esin t : Προσεγγίζουμε αριθμητικά το πρόβλημα με τέσσερεις άμεσες μεθόδους: τη
μέθοδο του Euler (p D 1; k D πλήθος υπολογισμών της f ανά βήμα D 1), την



3.3. Τάξη ακρίβειας και σύγκλιση μεθόδων RK 111

άμεση μέθοδο του μέσου (3.10) (p D 2; k D 2), τη μέθοδο του Ralston (3.15)
(p D 3; k D 3) και την κλασσική μέθοδο RK (3.16) (p D 4; k D 4), χρησι-
μοποιώντας πολλά διαφορετικά μεγέθη βημάτων h; και υπολογίζουμε το σφάλμα
" D jy.tN / � yN j για tN D 10 καθώς και το συνολικό πλήθος υπολογισμών K
της f για κάθε μέθοδο. Τα αποτελέσματα φαίνονται στο Σχήμα 3.1 στο οποίο, σε
λογαριθμική κλίμακα, παρουσιάζεται το σφάλμα " ως συνάρτηση του K για τις τέσ-
σερεις μεθόδους. Για αρκετά μεγάλο K οι καμπύλες είναι σχεδόν ευθείες με κλίση
�p; όπως αναμένεται από τη σχέση (3.33), που δίνει log " D C1p � p logK: Πα-
ρατηρούμε ότι καθώς η τάξη των μεθόδων αυξάνεται, το απαιτούμενο κόστος για να
προσεγγισθεί η λύση, π.χ. με σφάλμα " < 10�5; μειώνεται.

Ch:3
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Σχήμα 3.1: Σφάλμα ως συνάρτηση του κόστους τεσσάρων μεθόδων RK,
Παράδειγμα 3.1.

Στη συνέχεια αυτής της παραγράφου, καθώς και στις τρεις επόμενες, θα
στρέψουμε λοιπόν την προσοχή μας στον προσδιορισμό της τάξης ακρίβειας
διαφόρων μεθόδων RK. Σε κάθε περίπτωση, θα ορίζουμε τις ποσότητες �n;i

και το τοπικό σφάλμα ın από τις σχέσεις (3.29) και θα προσπαθούμε να προσ-
διορίσουμε τον μεγαλύτερο ακέραιο p έτσι ώστε να ισχύει η εκτίμηση (3.30)
για κάθε πρόβλημα αρχικών τιμών (3.1) με αρκετά ομαλές συναρτήσεις y
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και f: Αρχίζουμε με παραδείγματα προσδιορισμού της τάξης ακρίβειας ορι-
σμένων απλών μεθόδων χαμηλής ακρίβειας. Χάριν απλότητος θα προσδιορί-
σουμε την τάξη τους για απλές (βαθμωτές) Δ.Ε.

Παράδειγμα 3.2 Η άμεση μέθοδος του μέσου (3.10)
Για την άμεση μέθοδο του μέσου έχουμε με απλή αντικατάσταση ότι �n;1 D y.tn/

και �n;2 D y.tn/C h
2
f

�
tn; y.tn/

�
:Συνεπώς η δεύτερη σχέση της (3.29) δίνει αμέσως

ότι

(3.34) ın
D y.tn/C hf

�
tn C

h

2
; y.tn/C

h

2
f

�
tn; y.tn/

��
� y.tnC1/:

Θα προσδιορίσουμε την τάξη ακρίβειας με δύο τρόπους. Ο πρώτος τρόπος είναι να
αναπτύξουμε το τοπικό σφάλμα σε σειρά δυνάμεων του h; χρησιμοποιώντας το θε-
ώρημα του Taylor και το γεγονός ότι η συνάρτηση y είναι λύση της Δ.Ε. y0.t/ D

f
�
t; y.t/

�
; αντικαθιστώντας τις παραγώγους της y με παραστάσεις που περιέχουν

την f και μερικές παραγώγους της. Κατ’ αρχάς έχουμε από το θεώρημα του Taylor
για συναρτήσεις μίας μεταβλητής

y.tnC1/ D y.tn/C hy0.tn/C
h2

2
y00.tn/C

h3

6
y000.�n/;

όπου �n 2 .tn; tnC1/: Από τη Δ.Ε. y0 D f .t; y/ έχουμε ότι y00 D ft .t; y/ C

fy.t; y/y
0 D ft .t; y/Cf .t; y/fy.t; y/; οπότε το προηγούμενο ανάπτυγμα γράφεται

στη μορφή

(3.35)
y.tnC1/ D y.tn/C hf

�
tn; y.tn/

�
C
h2

2

�
ft

�
tn; y.tn/

�
C f

�
tn; y.tn/

�
fy

�
tn; y.tn/

��
CO.h3/:

Σύμφωνα με το θεώρημα του Taylor για συναρτήσεις δύο μεταβλητών έχουμε εξ άλ-
λου

(3.36)

f
�
tn C

h

2
; y.tn/C

h

2
f

�
tn; y.tn/

��
D f

�
tn; y.tn/

�
C
h

2
ft

�
tn; y.tn/

�
C

h

2
f

�
tn; y.tn/

�
fy

�
tn; y.tn/

�
C

1

2

hh2

4
ft t .P

n/C
h2

2
f

�
tn; y.tn/

�
fty.P

n/C
h2

4
f

�
tn; y.tn/

�
fyy.P

n/
i
;

όπου P n κάποιο σημείο στο ευθύγραμμο τμήμα που συνδέει τα σημεία
�
tn; y.tn/

�
και

�
tn C

h
2
; y.tn/C

h
2
f

�
tn; y.tn/

��
στο επίπεδο ty: (Για να ισχύουν οι (3.35) και
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(3.36) υποθέτουμε ότι η y είναι τρεις φορές συνεχώς παραγωγίσιμη και η f δύο φορές
συνεχώς παραγωγίσιμη ως συνάρτηση δύο μεταβλητών.) Συμπεραίνουμε συνεπώς
από τις (3.34)–(3.36) ότι ın D O.h3/; δηλαδή ότι η τάξη ακρίβειας της μεθόδου
είναι τουλάχιστον δύο. Αν θεωρήσουμε τώρα το πρόβλημα αρχικών τιμών(

y0
D t2; 0 6 t 6 1;

y.0/ D 0;

του οποίου η λύση είναι βέβαια y.t/ D t3=3; παρατηρούμε ότι, σύμφωνα με την
(3.34),

ın
D
1

3
.tn/3 C h

�
tn C

h

2

�2
�
1

3
.tn C h/3 D �

h3

12
:

Επομένως γενικά η τάξη ακρίβειας της μεθόδου είναι το πολύ δύο. Με βάση τα προη-
γούμενα, συμπεραίνουμε ότι είναι ακριβώς δύο.

Εναλλακτικά, προσπαθούμε, χρησιμοποιώντας αναπτύγματα Taylor γύρω από
κατάλληλα σημεία και τη Δ.Ε., να εκφράσουμε όσο το δυνατόν περισσότερους όρους
στο ανάπτυγμα του ın συναρτήσει παραγώγων y.k/ τηςy:Στην περίπτωσή μας έχουμε

ın
D y.tn/C hf

�
tn C

h

2
; y.tn/C

h

2
y0.tn/

�
� y.tnC1/

D y.tn C
h

2
/ �

h

2
y0.tn C

h

2
/C

h2

8
y00.tn C

h

2
/ �

h3

48
y000.�n/

C hf
�
tn C

h

2
; y.tn C

h

2
/ �

h2

8
y00.#n/

�
�

�
y.tn C

h

2
/C

h

2
y0.tn C

h

2
/C

h2

8
y00.tn C

h

2
/C

h3

48
y000. Q�n/

�
D �hy0.tn C

h

2
/ �

h3

48

�
y000.�n/C y000. Q�n/

�
C hf

�
tn C

h

2
; y.tn C

h

2
/ �

h2

8
y00.#n/

�
D �hy0.tn C

h

2
/ �

h3

48

�
y000.�n/C y000. Q�n/

�
C hf

�
tn C

h

2
; y.tn C

h

2
/
�

�
h3

8
y00.#n/ fy

�
tn C

h

2
; Qyn

�
;

δηλαδή

ın
D �

h3

48

�
y000.�n/C y000. Q�n/

�
�
h3

8
y00.#n/ fy

�
tn C

h

2
; Qyn

�
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με �n; #n; Q�n 2 .tn; tnC1/ και Qyn μεταξύ y.tn C
h
2
/ και y.tn C

h
2
/� h2

8
y00.#n/:

Εάν εφαρμόσουμε τη μέθοδο στο ειδικό πρόβλημα αρχικών τιμών που επιλέξαμε
προηγουμένως, βρίσκουμε πάλι ın D �h3=12: Επί πλέον, η παραπάνω σχέση μας
δίνει την εκτίμηση

jın
j 6

h3

8

�1
3

ky000
k1 C Lky00

k1

�
;

όπου, σε αυτό και στα επόμενα παραδείγματα,

ky.k/
k1 D max

a6t6b

ˇ̌
y.k/.t/

ˇ̌
και L D sup

t;y

ˇ̌
fy.t; y/

ˇ̌
:

Η τάξη της μεθόδου είναι ακριβώς δύο.

Παράδειγμα 3.3 Πεπλεγμένη μέθοδος του Euler
Για την πεπλεγμένη μέθοδο του Euler (παράδειγμα υπ’ αριθμ. 2 στην παράγραφο 3.1)
ορίζουμε το �n;1 με τη σχέση

(3.37) �n;1
D y.tn/C hf .tnC1; �n;1/;

και το τοπικό σφάλμα με την

(3.38) ın
D y.tn/C hf .tnC1; �n;1/ � y.tnC1/:

Αφ’ ενός έχουμε, για κάποιο �n μεταξύ tn και tnC1;

y.tnC1/ D y.tn/C hy0.tn/C
h2

2
y00.�n/ D y.tn/C hf

�
tn; y.tn/

�
CO.h2/:

Επί πλέον, χρησιμοποιώντας την (3.37) και τον τύπο του Taylor

f .tnC1; �n;1/ D f
�
tn C h; y.tn/C hf .tnC1; �n;1/

�
D f

�
tn; y.tn/

�
C hft .P

n/C hf .tn; �n;1/fy.P
n/

D f
�
tn; y.tn/

�
CO.h/;

όπου P n κάποιο σημείο στο εσωτερικό του ευθυγράμμου τμήματος που συνδέει τα
σημεία

�
tn; y.tn/

�
και

�
tn C h; y.tn/ C hf .tnC1; �n;1/

�
: Αντικαθιστώντας αυτές

τις σχέσεις στην (3.38) παίρνουμε ın D O.h2/: Συνεπώς η τάξη της μεθόδου είναι
τουλάχιστον ένα. Αν τώρα θεωρήσουμε ένα πρόβλημα αρχικών τιμών με f .t; y/ D t

και λύση y.t/ D t2=2; παίρνουμε ın D h2=2: Άρα η τάξη είναι ακριβώς ένα.
Εναλλακτικά, έχουμε

y.tn/ D y.tnC1/ � hy0.tnC1/C
h2

2
y00.�n/

D y.tnC1/ � hf
�
tnC1; y.tnC1/

�
C
h2

2
y00.�n/
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με �n 2 .tn; tnC1/: Συνεπώς, σύμφωνα με την (3.38),

ın
D h

�
f .tnC1; �n;1/ � f

�
tnC1; y.tnC1/

��
C
h2

2
y00.�n/:

Επιλέγοντας πάλι f .t; y/ D t; βρίσκουμε ξανά ότι ın D h2=2; δηλαδή ότι η τάξη
της μεθόδου είναι το πολύ ένα. Επί πλέον η παραπάνω σχέση και η παρατήρηση ότι
ın D �n;1 � y.tnC1/ δίνουν

jın
j 6 hLjın

j C
h2

2
ky00

k1:

Συνεπώς, αν h 6 h0; h0L < 1; έχουμε την εκτίμηση

max
06n6N �1

jın
j 6

1

1 � h0L

h2

2
ky00

k1:

Παράδειγμα 3.4 Η πεπλεγμένη μέθοδος του μέσου
Για την πεπλεγμένη μέθοδο του μέσου (παράδειγμα υπ’ αριθμ. 3 στην παράγραφο 3.1)
ορίζουμε το �n;1 με τη σχέση

�n;1
D y.tn/C

h

2
f

�
tn;1; �n;1

�
; όπου tn;1

D tn C
h

2
:

Τότε, βάσει του ορισμού μας, για το τοπικό σφάλμα ın έχουμε

(3.39) ın
D y.tn/C hf .tn C

h

2
; �n;1/ � y.tnC1/:

Όπως προηγουμένως έχουμε

y.tnC1/ D y.tn/C hf
�
tn; y.tn/

�
C
h2

2

�
ft

�
tn; y.tn/

�
C f

�
tn; y.tn/

�
fy

�
tn; y.tn/

��
CO.h3/

και

f .tn;1; �n;1/ D f
�
tn C

h

2
; y.tn/C

h

2
f .tn;1; �n;1/

�
D f

�
tn; y.tn/

�
C
h

2
ft

�
tn; y.tn/

�
C
h

2
f .tn;1; �n;1/fy

�
tn; y.tn/

�
CO.h2/

D f
�
tn; y.tn/

�
C
h

2
ft

�
tn; y.tn/

�
C
h

2

�
f

�
tn; y.tn/

�
CO.h/

�
fy

�
tn; y.tn/

�
CO.h2/:
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Συμπεραίνουμε ότι ın D O.h3/; δηλαδή ότι η τάξη είναι τουλάχιστον δύο. Δεν είναι
δύσκολο να δούμε ότι, αν πάρουμε f .t; y/ D t2; θα έχουμε ın D �h3=12: Άρα η
τάξη είναι ακριβώς δύο.

Εναλλακτικά, παρατηρούμε ότι

ın
C y.tnC1/ D y.tn/C 2

�
�n;1

� y.tn/
�
:

Συνεπώς, έχουμε

(3.40) �n;1
D
y.tn/C y.tnC1/

2
C
ın

2
:

Αναπτύσσοντας τώρα κατά Taylor έχουμε

y.tnC1/ D y.tn C
h

2
/C

h

2
y0.tn C

h

2
/C

h2

8
y00.tn C

h

2
/C

h3

48
y000.�n/;

y.tn/ D y.tn C
h

2
/ �

h

2
y0.tn C

h

2
/C

h2

8
y00.tn C

h

2
/ �

h3

48
y000. Q�n/;

με Q�n 2 .tn; tn C
h
2
/ και �n 2 .tn C

h
2
; tnC1/: Συνεπώς

(3.41) y.tn/ � y.tnC1/ D �hy0.tn C
h

2
/ �

h3

48

�
y000.�n/C y000. Q�n/

�
:

Ανάλογα, από την (3.40) παίρνουμε

�n;1
D y.tn C

h

2
/C

h2

16

�
y00.#n/C y00. Q#n/

�
C
ın

2
;

όπου #n; Q#n 2 .tn; tnC1/: Άρα

f .tnC
h

2
; �n;1/ D f

�
tnC

h

2
; y.tnC

h

2
/
�
C

�h2

16

�
y00.#n/Cy00. Q#n/

�
C
ın

2

�
fy.t

n
C
h

2
; Qyn/;

ή

(3.42)
f .tn C

h

2
; �n;1/ D y0.tn C

h

2
/

C

�h2

16

�
y00.#n/C y00. Q#n/

�
C
ın

2

�
fy.t

n
C
h

2
; Qyn/;

με yn μεταξύ y.tn C
h
2
/ και y.tn C

h
2
/C h2

16

�
y00.#n/Cy00. Q#n/

�
C

ın

2
:Από τις (3.39)

και (3.41) λαμβάνουμε για το τοπικό σφάλμα ın

(3.43)
ın

D �
h3

48

�
y000.�n/C y000. Q�n/

�
C h

�h2

16

�
y00.#n/C y00. Q#n/

�
C
ın

2

�
fy.t

n
C
h

2
; Qyn/:
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Παίρνοντας απόλυτες τιμές, έχουμε, για αρκετά μικρόh (ακριβέστερα για h 6 h0; h0L

< 2;L WD supt;y jfy.t; y/j), την εκτίμηση του τοπικού σφάλματος

max
06n6N �1

jın
j 6

1

1 �
h0L

2

h3

24

�
ky000

k1 C 3Lky00
k1

�
;

που συνεπάγεται ότι η τάξη της μεθόδου είναι τουλάχιστον δύο. Επιλέγοντας f .t; y/
WD t2 βλέπουμε από τη σχέση (3.43) ότι ın D �h3=12; δηλαδή ότι η τάξη της μεθό-
δου είναι το πολύ δύο. Συνεπώς η τάξη της μεθόδου είναι δύο.

Παράδειγμα 3.5 Η μέθοδος του τραπεζίου
Για την (πεπλεγμένη) μέθοδο του τραπεζίου (παράδειγμα υπ’ αριθμ. 4 στην παρά-
γραφο 3.1), απαλείφοντας το �n;1 βλέπουμε ότι το �n;2 πληροί τη σχέση

(3.44) �n;2
D y.tn/C

h

2

�
f

�
tn; y.tn/

�
C f .tnC1; �n;2/

�
:

Εξ άλλου, βάσει της (3.29), έχουμε για το τοπικό σφάλμα

(3.45) ın
D y.tn/C

h

2

�
f

�
tn; y.tn/

�
C f .tnC1; �n;2/

�
� y.tnC1/:

Συνεπώς, από τις σχέσεις

y.tnC1/ D y.tn/C hf
�
tn; y.tn/

�
C
h2

2

�
ft

�
tn; y.tn/

�
C f

�
tn; y.tn/

�
fy

�
tn; y.tn/

��
CO.h3/

και

f .tnC1;�n;2/ D f
�
tn C h; y.tn/C

h

2

�
f

�
tn; y.tn/

�
C f .tnC1; �n;2/

��
D f

�
tn; y.tn/

�
C hft

�
tn; y.tn/

�
C
h

2

�
f

�
tn; y.tn/

�
C f

�
tn; y.tn/

�
CO.h/

�
fy

�
tn; y.tn/

�
CO.h2/;

και την (3.45), λαμβάνουμε ın D O.h3/: Επομένως η τάξη της μεθόδου είναι του-
λάχιστον δύο. Το παράδειγμα f .t; y/ D t2 μας δίνει ότι ın D h3=6; δηλαδή ότι η
τάξη της μεθόδου είναι ίση με δύο.

Εναλλακτικά, παρατηρούμε ότι λόγω της (3.44), έχουμε

(3.46) �n;2
D y.tnC1/C ın:



118 3. Μέθοδοι των Runge–Kutta

Αναπτύσσοντας κατά Taylor και χρησιμοποιώντας τη Δ.Ε. έχουμε

f .tnC1;�n;2/ D f
�
tnC1; y.tnC1/C ın

�
D f

�
tnC1; y.tnC1/

�
C ınfy.t

nC1; Qyn/ D y0.tnC1/C ınfy.t
nC1; Qyn/;

όπου Qyn μεταξύ y.tnC1/ και y.tnC1/C ın: Επομένως, από την (3.45) παίρνουμε

ın
D y.tn/C

h

2
y0.tn/C

h

2
y0.tnC1/ � y.tnC1/C

h

2
ınfy.t

nC1; Qyn/:

Τώρα

y.tnC1/ D y.tn/C hy0.tn/C
h2

2
y00.tn/C

h3

6
y000.�n/;

y0.tnC1/ D y0.tn/C hy00.tn/C
h2

2
y000.#n/;

με #n; �n 2 .tn; tnC1/: Συνεπώς

ın
D �h3

�1
6
y000.�n/ �

1

4
y000.#n/

�
C
h

2
ınfy.t

nC1; Qyn/:

Τώρα, για αρκετά μικρό h; λαμβάνουμε (όπως στο Παράδειγμα 3.3) την ανισότητα

max
06n6N �1

jın
j 6

1

1 �
h0L

2

5

12
h3

ky000
k1 :

Από τις δύο τελευταίες σχέσεις και το παράδειγμα f .t; y/ WD t2; πείθεται κανείς ότι
η τάξη ακρίβειας της μεθόδου του τραπεζίου είναι δύο.

3.4 Συστηματική μελέτη τάξης ακρίβειας μεθόδων RK

Το πρόβλημα του προσδιορισμού της τάξης ακρίβειας των μεθόδων Runge–
Kutta (RK) είναι σαφές ότι είναι πολύπλοκο, ιδίως για συστήματα Δ.Ε., με
αυξανόμενη δυσκολία καθώς το πλήθος q των σταδίων αυξάνει. Εδώ παρου-
σιάζουμε μια εισαγωγή στη συστηματική μελέτη του προβλήματος ακολου-
θώντας κυρίως το Κεφ. 3 του βιβλίου [32] των Hairer, Lubich, και Wanner.

Υποθέτουμε ότι έχουμε ένα πρόβλημα αρχικών τιμών για ένα αυτόνομο
σύστημα Σ.Δ.Ε. της μορφής

(3.47)

(
Py D f .y/;  6 t 6 ı;

y.t0/ D y0; t0 2 Œ; ı�;
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όπου η συνάρτηση f W Rm ! Rm είναι αρκετά ομαλή, y0 2 Rm δεδομένη
αρχική τιμή, καιPD

d
dt
. Θα υποθέσουμε ότι το πρόβλημα (3.47) έχει μοναδική

λύση y.t/ την οποία θα προσεγγίσουμε με μια μέθοδο RK.
Θεωρούμε μεθόδους RK με q ενδιάμεσα στάδια, χρησιμοποιώντας τον

γνωστό μας συμβολισμό (3.2), τον οποίο επαναλαμβάνουμε εδώ για ευκολία

(3.48)

a11 a12 : : : a1q �1

a21 a22 : : : a2q �2

:::
:::

:::
:::

aq1 aq2 : : : aqq �q

b1 b2 : : : bq

D
A �

b>
;

όπου A D .aij /, 1 6 i; j 6 q, b D .b1; : : : ; bq/
T.

Σχόλιο. Υποθέτουμε ότι

(3.49)
qX

j D1

aij D �i ; i D 1; : : : ; q;

και

(3.50)
qX

iD1

bi D 1:

Όλες οι χρήσιμες μέθοδοι Runge–Kutta ικανοποιούν την (3.50), που είναι
ικανή και αναγκαία συνθήκη για να έχει η μέθοδος τάξη ακρίβειας τουλά-
χιστον ένα· με ελάχιστες εξαιρέσεις πρακτικών μεθόδων με μικρό q, οι χρή-
σιμες μέθοδοι ικανοποιούν επίσης την (3.49). Αν εφαρμόσουμε τη μέθοδο
στην τετριμμένη περίπτωση y 0.t/ D 1;  6 t 6 ı; y.t0/ D t0; με λύση
y.t/ D t;  6 t 6 ı; διαπιστώνουμε αμέσως ότι αν η μέθοδος ικανοποιεί
την (3.50), τότε δίνει τις ακριβείς προσεγγίσεις tn στους κόμβους του δια-
μερισμού. Αν ικανοποιεί και την (3.49), τότε, επί πλέον, δίνει τις ακριβείς
προσεγγίσεις tn;i και στους ενδιάμεσους κόμβους του διαμερισμού. Όταν οι
μέθοδοι ικανοποιούν τις (3.50) και (3.49), που όπως προαναφέραμε είναι ο
κανόνας, τότε, χωρίς περιορισμό της γενικότητας, μπορούμε να εστιάσουμε
την προσοχή μας στο αυτόνομο σύστημα (3.47). Ο λόγος είναι ότι αφ’ ενός
ένα πρόβλημα αρχικών τιμών για μη αυτόνομο σύστημα της μορφής(

Py D f .t; y/;  6 t 6 ı;

y.t0/ D y0;
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όπου f W R � Rm ! Rm, t0 2 Œ; ı�, μπορούμε να το μετατρέψουμε σε
αυτόνομο πρόβλημα στον RmC1 θεωρώντας το t ως εξαρτημένη μεταβλητή
και επαυξάνοντας το σύστημα με τη Δ.Ε. Pt D 1, όπου t .t0/ D t0, και αφ’
ετέρου, ακριβώς επειδή η μέθοδος δίνει για τη Δ.Ε. Pt D 1; t.t0/ D t0, τις
ακριβείς τιμές τόσο στους κόμβους όσο και στους ενδιάμεσους κόμβους του
διαμερισμού, διαπιστώνουμε εύκολα ότι δίνει τις ίδιες προσεγγίσεις yn και
yn;i για την y είτε την εφαρμόσουμε στο μη αυτόνομο σύστημα είτε στην
αντίστοιχη αυτόνομη εκδοχή του.

Γράφουμε τη μέθοδο στη “μορφή k”, δηλαδή όπως στην (3.7). Μάλιστα,
αφού ούτως ή άλλως η τάξη ακρίβειας αναφέρεται στο τοπικό σφάλμα, δη-
λαδή στο σφάλμα σε ένα βήμα της μεθόδου, για να απλουστεύσουμε τον συμ-
βολισμό, δεν θα σημειώνουμε τον δείκτη n του χρονικού βήματος και θα γρά-
φουμε τη μέθοδο μόνο για το πρώτο βήμα y0 7! y1 (αντί yn 7! ynC1) ως

(3.51)

˚
ki D f

�
y0 C h

qX
j D1

aijkj

�
; 1 6 i 6 q;

y1 D y0 C h

qX
iD1

biki ;

όπου y1 2 Rm είναι η προσέγγιση της τιμής y.t0 C h/ της λύσης στο σημείο
t0 Ch. Έτσι η τάξη ακρίβειας της μεθόδου (3.51) ορίζεται ως ο (μεγαλύτερος)
ακέραιος p ώστε (για κάθε αρκετά ομαλή f ) να ισχύει για το τοπικό σφάλμα
y1 � y.t0 C h/ ότι

(3.52) ı WD y1 � y.t0 C h/ D O.hpC1/:

(Το μη γραμμικό σύστημα ως προς ki που δίνεται από τις πρώτες q εξισώσεις
της (3.51), δηλαδή από τα ενδιάμεσα στάδια της μεθόδου RK, μπορούμε εύ-
κολα να αποδείξουμε ότι έχει μοναδική λύση για h αρκετά μικρό, με παρόμοιο
τρόπο όπως στην Πρόταση 3.1.)

3.4.1 Παράδειγμα υπολογισμού τάξης ακρίβειας για βαθμωτή Σ.Δ.Ε. (m
D 1)

Ως παράδειγμα προσδιορισμού τάξης ακρίβειας μεθόδων RK ας θεωρήσουμε
μια βαθμωτή αυτόνομη Σ.Δ.Ε. (δηλαδή m D 1 στην (3.47)) και ας βρούμε
ικανές και αναγκαίες συνθήκες (για τα aij ; bi ) ώστε να έχει η μέθοδος (3.51)
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τάξη ακρίβειας p > 3. Τις συνθήκες αυτές θα ονομάσουμε συνθήκες τάξης
ακρίβειας. Υποθέτουμε προς το παρόν ότι η λύση y και η f του προβλήματος
αρχικών τιμών είναι αρκετά ομαλές.

Οι ποσότητες ki που δίνονται στην (3.51) σε πεπλεγμένη μορφή είναι ομα-
λές συναρτήσεις του h. Για να υπολογίσουμε το ανάπτυγμα της προσέγγισης
y1 D y0 C h

Pq
iD1 biki σε δυνάμεις του h με υπόλοιπο O.h4/ θα πρέπει να

αναπτύξουμε τις συναρτήσεις ki.h/ σε δυνάμεις του h μέχρι και όρους της τά-
ξης O.h2/, δηλαδή να βρούμε τους πρώτους τρεις όρους των αναπτυγμάτων
Taylor των ki περί το σημείο h D 0:

(3.53) ki D ki.h/ D ki.0/C hk0
i.0/C

h2

2
k00

i .0/C O.h3/;

όπου 0 D
d
dh
.

Προφανώς

(3.54) ki.0/ D f .y0/:

Συμβολίζοντας με fy την παράγωγο df

dy
, έχουμε

(3.55)

k0
i.h/ D

d
dh
f

�
y0 C h

qX
`D1

ai`k`

�
D fy

�
y0 C h

qX
`D1

ai`k`

�� qX
`D1

ai`k` C h

qX
`D1

ai`k
0
`

�
:

Άρα για h D 0, λόγω της (3.54), παίρνουμε

(3.56) k0
i.0/ D fy.y0/

qX
`D1

ai`k`.0/ D fy.y0/f .y0/

qX
`D1

ai`:

Από την (3.55), παραγωγίζοντας άλλη μία φορά ως προς h, παίρνουμε

(3.57)

k00
i .h/ D fyy

�
y0 C h

qX
`D1

ai`k`

�� qX
`D1

ai`k` C h

qX
`D1

ai`k
0
`

�2

C fy

�
y0 C h

qX
`D1

ai`k`

��
2

qX
`D1

ai`k
0
` C h

qX
`D1

ai`k
00
`

�
:
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Συνεπώς, λόγω των (3.54), (3.56),

(3.58)

k00
i .0/ D fyy.y0/

� qX
`D1

ai`f .y0/
�2

C fy.y0/
h
2

qX
`D1

ai`fy.y0/f .y0/

qX
mD1

a`m

i
D fyy.y0/f

2.y0/
� qX

`D1

ai`

�2

C 2f 2
y .y0/f .y0/

qX
`;nD1

ai`a`n:

Συμπεραίνουμε λοιπόν από τις (3.53), (3.54), (3.56) και (3.58) ότι το ζητού-
μενο ανάπτυγμα των ki ; 1 6 i 6 q, σε δυνάμεις του h είναι της μορφής

(3.59)

ki.h/ D f .y0/C h
� qX

`D1

ai`

�
fy.y0/f .y0/

C
1

2
h2

h� qX
`D1

ai`

�2

fyy.y0/f
2.y0/C 2

� qX
`;nD1

ai`a`n

�
f 2

y .y0/f .y0/
i

C vi.h/;

όπου vi.h/ D O.h3/. Συνεπώς προκύπτει ότι

(3.60)

y1 D y0 C h

qX
iD1

biki

D y0 C h
� qX

iD1

bi

�
f .y0/C h2

� qX
i;`D1

biai`

�
fy.y0/f .y0/

C
h3

2

� qX
iD1

bi

� qX
`D1

ai`

�2�
fyy.y0/f

2.y0/

C h3
� qX

i;`;nD1

biai`a`n

�
f 2

y .y0/f .y0/C v;

όπου v D h
Pq

iD1 bivi D O.h4/.
Θα συγκρίνουμε το ανάπτυγμα αυτό με το ανάπτυγμα της y.t0 C h/ περί

το h D 0 ώστε να βρούμε τις συνθήκες για τις οποίες η (3.52) δίνει τάξη p



3.4. Συστηματική μελέτη τάξης ακρίβειας μεθόδων RK 123

τουλάχιστον 3. Έχουμε κατ’ αρχάς, χρησιμοποιώντας τώρα τον συμβολισμό
PD

d
dt
, ότι

(3.61) y.t0 C h/ D y0 C h Py.t0/C
h2

2
Ry.t0/C

h3

6
«y.t0/C !;

όπου ! D O.h4/. Λόγω της μορφής της (3.60) πρέπει να εκφράσουμε τις
παραγώγους Py, Ry, «y συναρτήσει της f και των παραγώγων της. Από τη Δ.Ε.
έχουμε διαδοχικά

(3.62)

Py D f .y/;

Ry D
d
dt
f .y/ D fy.y/ Py D fy.y/f .y/;

«y D
d
dt

h
fy.y/f .y/

i
D

� d
dt
fy.y/

�
f .y/C fy.y/

df .y/
dt

D fyy.y/f
2.y/C f 2

y .y/f .y/:

Άρα η (3.61) δίνει, επειδή y.t0/ D y0,

(3.63)
y.t0 C h/ D y0 C hf .y0/C

h2

2
fy.y0/f .y0/

C
h3

6

�
fyy.y0/f

2.y0/C f 2
y .y0/f .y0/

�
C !:

Τα αναπτύγματα (3.60) και (3.63) έχουν ίδιας μορφής όρους, που περιέχουν
την f και τις παραγώγους της υπολογισμένες στην ίδια τιμή y0, και που πολ-
λαπλασιάζουν ίδιες δυνάμεις του h. Αυτό βέβαια δεν οφείλεται στην καλή μας
τύχη αλλά στο γεγονός ότι τα ki είναι της μορφής που δίνει η (3.51), και, συνε-
πώς, για να τα παραγωγίσουμε ως προς h πρέπει να πάρουμε πρώτες, δεύτερες
κ.λπ. παραγώγους του δευτέρου μέλους f .y0 C h

P
j aijkj / ως προς τη με-

ταβλητή h, πράγμα που οδηγεί σε ίδιους ακριβώς όρους ως προς f , fy , κ.λπ.
(όταν θέσουμε h D 0, και λάβουμε υπ’ όψιν ότι kj .0/ D f .y0/), με εκείνη
του αναπτύγματος της y.t0 C h/, του οποίου οι αντίστοιχοι όροι προκύπτουν
από ακριβώς ίδιας τάξης παραγώγους της f .y.t// ως προς t (με Py D f ),
υπολογισμένες στο t D t0, όπου y.t0/ D y0.

Από τον ορισμό (3.52) της τάξης ακρίβειας λοιπόν και τα αναπτύγματα
(3.60) και (3.63) συμπεραίνουμε ότι οι συνθήκες για να έχει η μέθοδος τάξη
ακρίβειας (τουλάχιστον) p είναι:
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� Για p D 1 η συνθήκη

(3.64)
qX

iD1

bi D 1:

� Για p D 2 επί πλέον της (3.64) και η συνθήκη

(3.65)
qX

i;`D1

biai` D
1

2
:

� Για p D 3 επί πλέον των (3.64) και (3.65) και οι συνθήκες

(3.66)
qX

iD1

bi

� qX
`D1

ai`

�2

D
1

3
;

qX
i;`;nD1

biai`a`n D
1

6
:

Το παράδειγμα αυτό μας δίνει τη βασική ιδέα για το πώς προχωρούμε για
την εξαγωγή των συνθηκών τάξης ακρίβειας για υψηλότερη τάξη p. Είναι
προφανές ότι οι υπολογισμοί των όρων των αναπτυγμάτων των k.j /

i .h/ και
της y.t0 C h/ σε δυνάμεις του h γίνονται όλο και πολυπλοκότεροι καθώς
αυξάνει το p. Αντί να διατυπώσουμε τώρα κανόνες για τον υπολογισμό αυτών
των όρων για m D 1 είναι προτιμότερο να προσπαθήσουμε να εργαστούμε
γενικότερα, δηλαδή να εξετάσουμε την περίπτωση των συστημάτωνΔ.Ε. Αυτό
θα γίνει στην επόμενη παράγραφο.

Για να ολοκληρώσουμε όμως τη μελέτη αυτού του παραδείγματος, ση-
μειώνουμε ότι για τις εκτιμήσεις των σφαλμάτων και τον προσδιορισμό της
απαιτούμενης ομαλότητας των y.t/ και f .y/ έτσι ώστε το τοπικό σφάλμα
y1 � y.t0 C h/ να έχει πράγματι τάξη p (όπως κάναμε στα παραδείγματα της
προηγουμένηςΠαραγράφου), είναι απαραίτητο να υπολογίσουμε τα υπόλοιπα
των αναπτυγμάτων, όπως π.χ. τα vi στις σχέσεις (3.59) και το ! στη σχέση
(3.63). Π.χ., αν ισχύουν οι συνθήκες (3.64)–(3.66), έτσι ώστε η τάξη ακρί-
βειας της μεθόδου να είναι τουλάχιστον 3, έχουμε, βάσει των (3.52), (3.59),
(3.60) και (3.63), ότι το τοπικό σφάλμα (που είναι τάξης O.h4/) δίνεται από
τον τύπο

(3.67) ı D v � !;

όπου v D h
Pq

iD1 bivi .
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Η εκτίμηση του ! είναι εύκολη. Από την (3.61) έχουμε, με βάση τον τύπο
του υπολοίπου του αναπτύγματος Taylor σε σημειακή μορφή, ότι

(3.68) ! D
h4

4Š
y.4/.�/; αν y 2 C 4Œt0; t0 C h�; όπου � 2 .t0; t0 C h/:

(Πιο χρήσιμη γενικότερα είναι η ολοκληρωτική μορφή του υπολοίπου Taylor,
η οποία ισχύει και στην περίπτωση συστημάτων, δηλαδή διανυσματικών συ-
ναρτήσεων y. Στην περίπτωσή μας δίνει

(3.68α) ! D
1

3Š

Z t0Ch

t0

.t0 C h � �/3y.4/.�/ d�;

ή με την απλή αλλαγή μεταβλητών � D t0 C hs στο ανωτέρω ολοκλήρωμα,

(3.68β) ! D
h4

3Š

Z 1

0

.1 � s/3y.4/.t0 C hs/ ds:

Οι ολοκληρωτικοί τύποι (3.68α), (3.68β) ισχύουν γενικότερα, π.χ. αρκεί η y 2

C 3Œt0; t0 C h� και η y.4/ να είναι ολοκληρώσιμη στο Œt0; t0 C h�.) Συνεπώς, η
σημειακή μορφή του ! δίνει ότι

(3.69) j!j 6
h4

24
max

t2Œt0;t0Ch�
jy.4/.t/j;

(Η ολοκληρωτική μορφή, π.χ. η (3.68β), αν y 2 C 4Œt0; t0 C h�, δίνει

j!j 6
h4

6
max

�2Œt0;t0Ch�
jy.4/.�/j

Z 1

0

.1 � s/3ds D
h4

6
max

�2Œt0;t0Ch�
jy.4/.�/j

1

4
;

δηλαδή ακριβώς το ίδιο φράγμα.)
Η εκτίμηση του v D h

Pq
iD1 bivi , δηλαδή των υπολοίπων vi των τύπων

(3.59), είναι πιο πολύπλοκη γιατί έχουμε παραστήσει τα ki συναρτήσει της f
και των παραγώγων της. Λόγω της (3.53), έχουμε, π.χ. σε σημειακή μορφή,
ότι

(3.70) vi D
h3

3Š
k000

i .�i/; για κάποιο �i 2 Œ0; h�:

Συνεπώς πρέπει κατ’ αρχάς να βρούμε μια παράσταση για την τρίτη παρά-
γωγο k000

i συναρτήσει της f και των παραγώγων της (η παράσταση αυτή θα
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είναι ασφαλώς πεπλεγμένη ως προς k000
i ) και να προσπαθήσουμε κατόπιν να

εκτιμήσουμε την ποσότητα max�2Œ0;h� jk000
i .�/j. Από την (3.57) παίρνουμε

k000
i D

d
dh
k00

i D fyyy

�
y0 C h

qX
`D1

ai`k`

�� qX
`D1

ai`k` C h

qX
`D1

ai`k
0
`

�3

C fyy

�
y0Ch

qX
`D1

ai`k`

�h
2
� qX

`D1

ai`k` C h

qX
`D1

ai`k
0
`

��
2

qX
`D1

ai`k
0
` C h

qX
`D1

ai`k
00
`

�i
C fyy

�
y0 C h

qX
`D1

ai`k`

�� qX
`D1

ai`k` C h

qX
`D1

ai`k
0
`

��
2

qX
`D1

ai`k
0
` C h

qX
`D1

ai`k
00
`

�
C fy

�
y0 C h

qX
`D1

ai`k`

��
3

qX
`D1

ai`k
0
` C h

qX
`D1

ai`k
000
`

�
:

Άρα, θέτοντας �i.h/ D y0 C h
Pq

`D1
ai`k`, παίρνουμε

k000
i D fyyy.�i.h//

� qX
`D1

ai`k` C h

qX
`D1

ai`k
0
`

�3

C 3fyy.�i.h//
h� qX

`D1

ai`k` C h

qX
`D1

ai`k
0
`

��
2

qX
`D1

ai`k
0
` C h

qX
`D1

ai`k
00
`

�i
C 3fy.�i.h//

� qX
`D1

ai`k
00
`

�
C hfy.�i.h//

� qX
`D1

ai`k
000
`

�
:

Συνεπώς, συμβολίζοντας με kfyk1; kfyyk1; kfyyyk1 τη μέγιστη απόλυτη
τιμή των παραγώγων αυτών της f σε κάποια περιοχή του y0 που περιέχει τα
�j .h/ για h αρκετά μικρό (η εκτίμηση των �j μπορεί να γίνει από τις πρώτες
q εξισώσεις της (3.51), με χρήση του θεωρήματος πεπλεγμένης συνάρτησης),
έχουμε ότι για 1 6 i 6 q

(3.71)

jk000
i .h/j 6 C

h
kfyyyk1

�
max

`
jk`j C hmax

`
jk0

`j

�
C kfyyk1

�
max

`
jk`j C hmax

`
jk0

`j

��
max

`
jk0

`j C hmax
`

jk00
` j

�
C kfyk1 max

`
jk00

` j C hkfyk1 max
`

jk000
` j

i
;

όπου C σταθερά ανεξάρτητη των f και h.
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Τώρα, από τον ορισμό των ki έχουμε

(3.72) max
16i6q

jki j 6 kf k1:

Από την (3.55) παίρνουμε

max
16i6q

jk0
i j 6 Ckfyk1

�
max

i6i6q
jki j C h max

i6i6q
jk0

i j

�
;

όπου C D max16i6q

Pq

`D1
jai`j D kAk1. Άρα για h αρκετά μικρό, συγκε-

κριμένα αν h 6 h0 <
1

C kfyk1
, έχουμε, λαμβάνοντας υπ’ όψιν και την (3.72),

ότι

(3.73) max
16i6q

jk0
i j 6

C

1 � Ch0kfyk1

kfyk1kf k1:

Με παρόμοιο τρόπο, από τις (3.72), (3.73) και (3.57) παίρνουμε, για h αρκετά
μικρό (δηλαδή ώστε να ισχύει η σχέση h 6 h0 <

1
kAk1kf .y/k1

),

(3.74) max
16i6q

jk00
i j 6 A.kf k1; kfyk1; kfyyk1/;

και συνεπώς, από την (3.71) τελικά συμπεραίνουμε, υπό τον ίδιο περιορισμό
για το h, ότι

(3.75) max
16i6q

jk000
i j 6 B.kf k1; kfyk1; kfyyk1; kfyyyk1/;

όπου A;B , είναι ανεξάρτητες του h συνεχείς συναρτήσεις των ορισμάτων
τους, αν h 6 h0 < 1=.kAk1kfyk1/. Λόγω της (3.75) συμπεραίνουμε από
την (3.70) ότι

jvi j 6 Ch3B.kf k1; kfyk1; kfyyk1; kfyyyk1/;

και συνεπώς ότι

jvj 6 Ch4B.kf k1; kfyk1; kfyyk1; kfyyyk1/:

Άρα, λόγω των (3.67) και (3.69), συμπεραίνουμε ότι, αν η y.4/.t/ είναι συ-
νεχής και φραγμένη σε περιοχή του t0 και οι f , fy , fyy , fyyy είναι συνεχείς
και φραγμένες σε περιοχή του y0, τότε πράγματι jıj 6 Dh4 όπου η σταθερά
D εξαρτάται από τις ποσότητες ky.4/k1, k

�
@

@y

�j
f k1, j D 0; 1; 2; 3. (Μά-

λιστα, συνεχίζοντας τις παραγωγίσεις (3.62), μπορούμε να φράξουμε και την
ky.4/k1 συναρτήσει των k

�
@

@y

�j
f k1, 0 6 j 6 3.)



128 3. Μέθοδοι των Runge–Kutta

3.4.2 Υπολογισμός τάξης ακρίβειας για συστήματα

Ας θεωρήσουμε τώρα το πρόβλημα αρχικών τιμών (3.47) για το αυτόνομο
m�m σύστημα Py D f .y/ και ας προσπαθήσουμε να βρούμε συνθήκες τάξης
ακρίβειας για μεθόδους Runge–Kutta. Όλες σχεδόν οι εφαρμογές Σ.Δ.Ε. στην
πράξη αφορούν συστήματα και όχι βαθμωτές Δ.Ε. Αλλά ακόμη και αν θέ-
λουμε να βρούμε συνθήκες τάξης ακρίβειας για τη μη αυτόνομη βαθμωτή Δ.Ε.
y 0 D f .t; y/ θα χρειαστούμε να τη γράψουμε ως σύστημα! Ακολουθούμε το
γενικό σχήμα των υπολογισμών του παραδείγματος της §3.4.1. Σύμφωνα με
την Παρ. 3.1.1 του [32] οι υπολογισμοί γίνονται σε τέσσερα βήματα.

α) Υπολογισμός των παραγώγων y.r/ της λύσης του συστήματος Σ.Δ.Ε.
(3.47) συναρτήσει των y.j /; j 6 r�1, και της f

Από την (3.47) έχουμε για ακέραιο r > 1

(3.76) y.r/.t/ D

� d
dt

�r�1

f .y/:

Συνεπώς από τον κανόνα παραγώγισης συνθέτων συναρτήσεων, συμβολίζο-
ντας y D Œy1; : : : ; ym�

>; f D Œf1; : : : ; fm�
>, όπου fi D fi.y1; : : : ; ym/,

έχουμε για 1 6 i 6 m

(3.77) Ryi D
d
dt
fi.y/ D

mX
j D1

@fi

@yj

.y/ Pyj D .f 0.y/ Py/i ;

όπου με f 0 W Rm ! Rm�m συμβολίζουμε τον m � m Ιακωβιανό πίνακα με
στοιχεία .f 0.y//ij D

@fi

@yj
.y/ ή, ισοδύναμα, τον γραμμικό τελεστή στον Rm

που παριστάνεται από τον Ιακωβιανό πίνακα, έτσι ώστε Ry D f 0.y/ Py. Για την
τρίτη παράγωγο «y έχουμε, για 1 6 i 6 m,

(3.78)

«yi D
d
dt

� mX
j D1

@fi

@yj

Pyj

�
D

mX
j D1

�
d
dt

�
@fi

@yj

�
Pyj C

@fi

@yj

Ryj

�
D

mX
j D1

� mX
kD1

@2fi

@yj@yk

Pyk

�
Pyj C

mX
j D1

@fi

@yj

Ryj :

Για να απλουστεύσουμε τον συμβολισμό γράφουμε για 1 6 i; j; k 6 m,
@fi

@yj
D fi;j , @2fi

@yj @yk
D fi;jk , κ.ο.κ. (Επειδή η f είναι ομαλή, η σειρά των πα-
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ραγωγίσεων δεν έχει σημασία, π.χ. fi;jk D fi;kj , κ.λπ.). Έτσι η (3.78) γίνεται

(3.79) «yi D

mX
j;kD1

fi;jk Pyj Pyk C

mX
j D1

fi;j Ryj ; 1 6 i 6 m:

Ορίζουμε τώρα για y 2 Rm τη διγραμμική απεικόνιση f 00.y/ W Rm � Rm !

Rm, τέτοια ώστε .f 00.y/.x; z//i D
P

j;k fi;jkxj zk για x; z 2 Rm. Παρατη-
ρήστε ότι f 00.y/.x; z/ D f 00.y/.z; x/, δηλαδή ότι η διγραμμική απεικόνιση
αυτή είναι συμμετρική. Άρα μπορούμε να γράψουμε την (3.79), λαμβάνοντας
υπ’ όψιν την (3.77), ως

(3.80) «y D f 00.y/. Py; Py/C f 0.y/ Ry:

Συνεχίζουμε κατά τον ίδιο τρόπο. Για την τέταρτη παράγωγο y.4/ D
d4y

dt4 ,
έχουμε από την (3.79) για 1 6 i 6 m

y
.4/
i D

d
dt

«yi D

mX
j;kD1

�
d
dt
.fi;jk/ Pyj Pyk C fi;jk Ryj Pyk C fi;jk Pyj Ryk

�
C

mX
j D1

�
d
dt
.fi;j / Ryj C fi;j «yj

�
D

mX
j;k;`D1

fi;jk` Pyj Pyk Py` C 3

mX
j;kD1

fi;jk Ryj Pyk C

mX
j D1

fi;j «yj ;

όπου, σύμφωνα με τον συμβολισμό για τις μερικές παραγώγους που εισαγά-
γαμε προηγουμένως, fi;jk` D

@3fi

@yj @yk@y`
. (Όπως αναφέρθηκε ήδη, οι δείκτες

j; k; ` αντιμετατίθενται λόγω της ομαλότητας της f .) Ορίζοντας τώρα για
y 2 Rm την τριγραμμική απεικόνιση f 000.y/ W Rm � Rm � Rm ! Rm από
τις σχέσεις .f 000.y/.x; z; w//i D

P
j;k;` fi;jk`.y/xj zkw`, 1 6 i 6 m, όπου

x; z; w 2 Rm, παριστάνουμε τελικά την παράγωγο y.4/ ως

(3.81) y.4/
D f 000.y/. Py; Py; Py/C 3f 00.y/. Ry; Py/C f 0.y/«y:

Για την y.5/ βλ. την Άσκηση 3.15.
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Συνοψίζοντας, έχουμε τους εξής τύπους:

(3.82)

Py D f .y/;

Ry D f 0.y/ Py;

«y D f 00.y/. Py; Py/C f 0.y/ Ry;

y.4/
D f 000.y/. Py; Py; Py/C 3f 00.y/. Ry; Py/C f 0.y/«y;

y.5/
D f .4/.y/. Py; Py; Py; Py/C 6f 000.y/. Ry; Py; Py/C 4f 00.y/.«y; Py/

C 3f 00.y/. Ry; Ry/C f 0.y/y.4/;

:::

Μια παρατήρηση: Όπως είδαμε, μπορούμε να υπολογίσουμε κάθε φορά την
y.rC1/ δεδομένης της μορφής της y.r/ με τους τύπους παραγώγισης σύνθετων
συναρτήσεων. Δεν είναι δύσκολο μάλιστα να βρει κανείς κανόνες που συν-
δέουν στον τύπο για την y.r/ την τάξη της παραγώγου j των j -γραμμικών
απεικονίσεων f .j /, j D 1; 2; : : : ; r � 1, που εμφανίζονται, με τα j το πλή-
θος ορίσματα τους Py; Ry; : : : . Μάλιστα οι συντελεστές αυτών των όρων, π.χ.
οι αριθμοί 1; 6; 4; 3; 1 στην παράσταση της y.5/, έχουν την εξής συνδυαστική
ερμηνεία: Αντιστοιχούν στο πλήθος των διαμερισμών συνόλου με r � 1 στοι-
χεία. (Π.χ. υπάρχουν 6 τρόποι να διαμερίσει κανείς ένα σύνολο τεσσάρων
στοιχείων σε υποσύνολα που αποτελούνται από ένα σύνολο δύο στοιχείων
και δύο μονοσύνολα, όπως υποδεικνύουν τα ορίσματα . Ry; Py; Py/ της f 000.)

Ας περάσουμε τώρα στο επόμενο βήμα.

β) Αντικατάσταση στα δεύτερα μέλη των σχέσεων (3.82) των παραγώγων
Py; Ry; : : :; από τις παραστάσεις τους συναρτήσει της f και των παραγώ-
γων της

Αντικαθιστούμε τώρα στα δεύτερα μέλη των σχέσεων (3.82) τις παραγώγους
Py; Ry; : : : από τις παραστάσεις τους συναρτήσει της f και των παραγώγων
της f που δίνονται αναδρομικά από τις (3.82) επίσης. Παραλείποντας τα ορί-
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σματα y στις f .y/; f 0.y/; f 00.y/ κ.λπ. χάριν συντομίας, έχουμε

(3.83)

Py D f;

Ry D f 0f;

«y D f 00.f; f /C f 0f 0f;

y.4/
D f 000.f; f; f /C 3f 00.f 0f; f /C f 0f 00.f; f /C f 0f 0f 0f;

y.5/
D f .4/.f; f; f; f /C 6f 000.f 0f; f; f /C 3f 00.f 0f; f 0f /

C 4f 00.f 0f 0f; f /C 4f 00.f 00.f; f /; f /C f 0f 000.f; f; f /

C 3f 0f 00.f 0f; f /C f 0f 0f 00.f; f /C f 0f 0f 0f 0f;
:::

Οι όροι που εμφανίζονται στα δεύτερα μέλη των σχέσεων (3.83) λέγονται
στοιχειώδη διαφορικά. Επαναλαμβάνουμε ότι εδώ η f 0 θεωρείται ως γραμμι-
κός τελεστής f 0 W Rm ! Rm και οι f .j /.v.1/; v.2/; : : : ; v.j // D f .j /.y/.v.1/;

: : : ; v.j //, είναι, για κάθε y 2 Rm, j -γραμμικές απεικονίσεις από τον .Rm/j

στον Rm, ορίσθηκαν στην α), και τα ορίσματά τους αντιμετατίθενται.

γ) Τα ανάλογα των σχέσεων (3.82) για κατάλληλες ενδιάμεσες ποσότητες
της μεθόδου RK

Κατά το τρίτο βήμα των υπολογισμών εξάγουμε ανάλογες σχέσεις με τις (3.82)
αλλά τώρα για ορισμένες ενδιάμεσες ποσότητες της μεθόδου RK στη “μορφή
k”, βλ. (3.51). Δεν χρησιμοποιούμε τις ίδιες τις ποσότητες (τώρα στον Rm)
ki όπως κάναμε στην περίπτωση της βαθμωτής Δ.Ε. στην Παρ. 3.4.1, αλλά,
ακολουθώντας τον συμβολισμό του [32], θεωρούμε τα διανύσματα gi 2 Rm,
1 6 i 6 q, που ορίζονται ως

(3.84) gi D hki ; 1 6 i 6 q:

Με αυτόν τον συμβολισμό η μέθοδος RK (3.51) γράφεται στη μορφή

(3.85)

�
gi D hf .ui/; 1 6 i 6 q;

ui D y0 C

qX
j D1

aijgj ; 1 6 i 6 q;

y1 D y0 C

qX
iD1

bigi ;
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όπου gi ; ui ; y0; y1; f .ui/ 2 Rm. Δεδομένου σταθερού y0 2 Rm, τα διανύ-
σματα gi ; ui ; y1 είναι συναρτήσεις του h. Μας ενδιαφέρουν οι παράγωγοι d

r gi

dhr

των gi ως προς h. Έχουμε

dgi

dh
D h.f .ui//

.1/
C f .ui/;

d2gi

dh2
D hf .ui/

.2/
C 2.f .ui//

.1/; : : : ;

όπου .f .ui//
.j / είναι η παράγωγος j -στής τάξης του f .ui/ως προς h. Γενικά,

από τον κανόνα παραγώγισης γινομένου συναρτήσεων του Leibniz, παίρνουμε
dr

dhr gi D h.f .ui//
.r/ C r.f .ui//

.r�1/, οπότε

(3.86)
drgi

dhr

ˇ̌̌̌
hD0

D r.f .ui//
.r�1/

ˇ̌
hD0

:

Συνεπώς έχουμε gi

ˇ̌
hD0

D 0 και

dgi

dh

ˇ̌̌̌
hD0

D 1 � f .ui/
ˇ̌
hD0

D 1 � f
�
y0 C

qX
j D1

aijgj

ˇ̌
hD0

�
D 1 � f .y0/:

Στο εξής θα συμβολίζουμε τις παραγώγους των gi και των ui ως προς h, υπο-
λογισμένες στο h D 0, ως Pgi ; Rgi ; : : : ; g

.r/
i ; Pui ; Rui ; : : : ; u

.r/
i ; : : : . Έτσι η προη-

γούμενη σχέση γράφεται

(3.87) Pgi D 1 � f .y0/:

Παραγωγίζοντας πάλι, σύμφωνα με την (3.86) και τις (3.85), έχουμε

(3.88)

Rgi D
d2gi

dh2

ˇ̌̌̌
hD0

D 2.f .ui//
.1/

ˇ̌
hD0

D 2
df
dh

�
y0 C

X
j

aijgj

�ˇ̌̌
hD0

D 2f 0
�
y0 C

X
j

aijgj

ˇ̌̌
hD0

�� X
j

aij Pgj

�
D 2f 0.y0/ Pui :

Παρατηρήστε ότι οι παραπάνω πράξεις για τον υπολογισμό της Rgi είναι ου-
σιαστικά οι ίδιες με εκείνες που έγιναν στην (3.77) για την εξαγωγή του τύπου
Ry D f 0.y/ Py, όπου η παραγώγιση ήταν ως προς t . (Τώρα υπάρχει επί πλέον ο
παράγοντας 2 στο δεύτερο μέλος λόγω της (3.86).)
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Παραγωγίζοντας πάλι ως προς h, παίρνουμε από την (3.86)

(3.89)

«gi D
d3gi

dh3

ˇ̌̌̌
hD0

D 3.f .ui//
.2/

ˇ̌
hD0

D 3

�
d
dh

�2

f
�
y0 C

X
j

aijgj

�ˇ̌̌
hD0

:

Υπολογίζοντας την `-στή συνιστώσα, 1 6 ` 6 m, του τελευταίου όρου στην
παραπάνω σχέση βλέπουμε ότι είναι ίση με

3
d
dh

�X
k

@f`

@yk

�
y0 C

X
j

aijgj

��X
j

aij

dgj;k

dh

��ˇ̌̌̌
hD0

D 3

(X
n;k

@2f`

@yk@yn

�
y0 C

X
j

aijgj

��X
j

aij

dgj;k

dh

��X
j

aij

dgj;n

dh

�
C

X
k

@f`

@yk

�
y0 C

X
j

aijgj

��X
j

aij

d2

dh2
gj;k

�)ˇ̌̌̌
ˇ
hD0

D 3

(X
n;k

@2f`

@yk@yn

.y0/ Pui;k Pui;n C
X

k

@f`

@yk

.y0/ Ruj;k

)
:

Συνεπώς από την (3.89) προκύπτει ότι

(3.90) «gi D 3Œf 00.y0/. Pui ; Pui/C f 0.y0/ Rui �:

Και πάλι παρατηρήστε ότι για την εξαγωγή του τύπου (3.90) κάναμε ουσια-
στικά παρόμοιες πράξεις όπως κατά την εξαγωγή του τύπου (3.80). (Βεβαίως
στον (3.90) υπάρχει και ο παράγων 3 λόγω της (3.86).)

Με παρόμοιες (αλλά πολλές) πράξεις μπορούμε να υπολογίσουμε και ανώ-
τερες παραγώγους g.r/

i συναρτήσει των u.j /
i ; j < r . Παίρνουμε τελικά, βλ.

και την Άσκηση 3.16 για τις g.4/
i και g.5/

i , ξαναγράφοντας και τις (3.87),
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(3.88), (3.90), τους τύπους

(3.91)

Pgi D 1f .y0/;

Rgi D 2f 0.y0/ Pui ;

«gi D 3Œf 00.y0/. Pui ; Pui/C f 0.y0/ Rui �;

g
.4/
i D 4

�
f 000.y0/. Pui ; Pui ; Pui/C 3f 00.y0/. Rui ; Pui/C f 0.y0/u

.3/
i

�
;

g
.5/
i D 5

�
f .4/.y0/. Pui ; Pui ; Pui ; Pui/C 6f 000.y0/. Rui ; Pui ; Pui/

C 4f 00.y0/.u
.3/
i ; Pui/C 3f 00.y0/. Ruo; Rui/C f 0.y0/u

.4/
i

�
;

:::

Παρατηρήστε και πάλι ότι οι όροι μέσα στις αγκύλες είναι παρόμοιοι με τα
δεύτερα μέλη των (3.82) και έχουν ακριβώς τους ίδιους συντελεστές.

δ) Αντικατάσταση στα δεύτερα μέλη των τύπων (3.91) των παραγώγων
Pui ; Rui ; : : :; από τις παραστάσεις τους συναρτήσει των aij και της f και
των παραγώγων της

Το τέταρτο και τελευταίο βήμα για τον υπολογισμό της τάξης ακρίβειας της
υπό συζήτηση μεθόδου RK είναι η αντικατάσταση στα δεύτερα μέλη της
(3.91) των Pui ; Rui ; : : : από τις παραστάσεις τους συναρτήσει των aij και της f
και των παραγώγων της. Από τη δεύτερη σχέση της (3.85) έχουμε

(3.92) u
.r/
i D

qX
j D1

aijg
.r/
j :

Συνεπώς από την πρώτη σχέση της (3.91) και την (3.92) έχουμε κατ’ αρχάς
ότι

(3.93) Pui D

qX
j D1

aij Pgj D 1�
� qX

j D1

aij

�
f .y0/:

Συνεχίζοντας, από την (3.93) και τη δεύτερη εξίσωση της (3.91) παίρνουμε

Rgi D 1�2
� qX

j D1

aij

�
f 0.y0/f .y0/;

οπότε, από την (3.92) προκύπτει ότι

(3.94) Rui D .1�2/
� qX

j;kD1

aijajk

�
f 0.y0/f .y0/:
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Συνεχίζουμε με τον ίδιο τρόπο. Δεδομένων των u.k/
i για 1 6 k 6 r συναρτή-

σει των aij ; f , υπολογίζουμε το διάνυσμα g.rC1/
i από τις σχέσεις (3.91) και

κατόπιν το επόμενο u.rC1/
i από την (3.92) κ.ο.κ. Έτσι παίρνουμε, παραλείπο-

ντας το όρισμα y0 στην f και στις παραγώγους της, τους τύπους

(3.95)

Pgi D 1�f; Pui D 1�
�X

j

aij

�
f;

Rgi D 1�2
�X

j

aij

�
f 0f; Rui D 1�2

�X
i;j

aijajk

�
f 0f;

«gi D 3
�X

j

aij

�2

f 00.f; f /C 1�2�3
�X

j;k

aijajk

�
f 0f 0f;

«ui D 3

�X
j

aij

�X
k

ajk

�2
�
f 00.f; f /

C 1�2�3
hX

j

aij

�X
k;`

ajkak`

�i
f 0f 0f;

:::

ε) Τάξη ακρίβειας της μεθόδου RK (3.51)

Με βάση τις σχέσεις (3.83) και (3.95) μπορούμε τώρα να διατυπώσουμε τις
συνθήκες τάξης ακρίβειας της μεθόδου RK (3.51). Αναπτύσσοντας την y.t0C

h/ σε σειρά Taylor περί το t0 έχουμε

y.t0 C h/ D y0 C h Py C
h2

2
Ry C

h3

6
«y C

h4

24
y.4/

C � � � ;

όπου οι παράγωγοι y.k/ έχουν υπολογισθεί στο t0. Άρα, από τις σχέσεις (3.83)
προκύπτει ότι

(3.96) y.t0 C h/ D y0 C hf C
h2

2
f 0f C

h3

6

�
f 00.f; f /C f 0f 0f

�
C � � � ;

όπου η f και οι παράγωγοι έχουν υπολογιστεί στο y0. Για την προσέγγιση
y1, χρησιμοποιώντας την τελευταία σχέση στην (3.85) και τους τύπους (3.95),
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αναπτύσσοντας το δεύτερο μέλος της (3.85) σε σειρά δυνάμεων του h έχουμε

(3.97)

y1 D y1

ˇ̌
hD0

C hy
.1/
1

ˇ̌̌
hD0

C
h2

2
y

.2/
1

ˇ̌̌
hD0

C
h3

6
y

.3/
1

ˇ̌̌
hD0

C � � �

D y0 C
X

i

bi

�
gi C h Pgi C

h2

2
Rgi C

h3

6
«gi C � � �

�
D .από τις (3.95)/

D y0 C h
�X

i

bi

�
f C

h2

2
1�2

�X
i

bi

X
j

aij

�
f 0f

C
h3

6

h
3�

X
i

bi

� X
j

aij

�2
f 00.f; f /C 6

X
i

bi

�X
j;k

aijajk

�
f 0f 0f

i
C � � � :

Για να είναι λοιπόν το τοπικό σφάλμα ı D y1 �y.t0 Ch/ της τάξης O.hpC1/,
δηλαδή για να έχει η μέθοδος τάξη τουλάχιστον p, πρέπει, λόγω των (3.96)
και (3.97), να πληρούνται οι εξής συνθήκες τάξης ακρίβειας:

� Για p D 1 η συνθήκη

(3.97.1)
qX

iD1

bi D 1:

� Για p D 2 επί πλέον της (3.97.1) και η συνθήκη

(3.97.2)
qX

i;j D1

biaij D
1

2
:

� Για p D 3 επί πλέον των (3.97.1) και (3.97.2) και οι συνθήκες

(3.97.3)
qX

iD1

bi

� qX
j D1

aij

�2

D
1

3
;

qX
iD1

bi

� qX
j;kD1

aijajk

�
D
1

6
;

κ.ο.κ. Για τις επί πλέον συνθήκες για p D 4, βλέπε την Άσκηση 3.17.

Παρατηρήσεις 3.1 (Συμπληρωματικές παρατηρήσεις για την τάξη ακρί-
βειας.)

1. Όπως κάναμε στην περίπτωση της βαθμωτής Δ.Ε., μπορούμε και στην
περίπτωση συστημάτων να φράξουμε το τοπικό σφάλμα σε κάποια νόρμα του
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Rm και να πάρουμε φράγμα της μορφής ChpC1, όπου το C εξαρτάται από
τη λύση y και την f και τις παραγώγους της. Οι τεχνικές είναι παρόμοιες
με εκείνες της περίπτωσης m D 1 αλλά η πολυπλοκότητα των εκτιμήσεων
αυξάνει όπως είναι φυσικό.

2. Είναι γνωστό ότι οι συνθήκες τάξης ακρίβειας (3.97.1)–(3.97.3), κα-
θώς και οι αντίστοιχες συνθήκες στην Άσκηση 3.17, για τάξη p D 1; 2; 3; 4

που εξαγάγαμε για συστήματα Δ.Ε. είναι οι ίδιες με τις ανάλογες συνθήκες
για βαθμωτές Δ.Ε. (βλ. π.χ. (3.64)–(3.66) για τάξη μέχρι 3.) Αυτό όμως δεν
συμβαίνει για τάξη p > 5! Π.χ. για να πάρουμε τάξη p D 5 για συστήματα
χρειαζόμαστε 17 συνθήκες και 16 συνθήκες για βαθμωτές Δ.Ε.2 Το ανάλογο
πλήθος συνθηκών για p D 6 είναι 37 για συστήματα και 31 για βαθμωτές
Δ.Ε.

3. Είναι γνωστό ότι η μέγιστη τάξη ακρίβειας (για συστήματα) για μια
πεπλεγμένη μέθοδο RK με q στάδια είναι p D 2q. (Τάξη p D 2q έχουν μόνο
οι μέθοδοι του τύπου Gauss–Legendre.) Για άμεσες μεθόδους είναι γνωστό,
βλ. π.χ. [13] , ότι η μέγιστη τάξη ακρίβειαςpmax, αν 1 6 q 6 4 είναιpmax D q,
ενώ αν q D 6; 7, τότε pmax D q � 1. Για να πάρουμε p D 7 χρειαζόμαστε q
τουλάχιστον 9, ενώ για p D 8 τουλάχιστον q D 11.

4. Μπορεί να αποδειχθεί ότι οι συνθήκες τάξης ακρίβειας δεν είναι μόνο
ικανές, όπως δείχνει η ανάλυση που κάναμε στην §3.4.2, αλλά και αναγκαίες.
Π.χ. η συνθήκη b1 C � � � C bq D 1 είναι και αναγκαία για να πάρουμε τάξη
ακρίβειας ένα: Θεωρήστε το πρόβλημα αρχικών τιμών y 0 D 1, y.0/ D 0,
με λύση y.t/ D t . Τότε τα αναπτύγματα (3.96) και (3.97) δίνουν y.h/ D h,
y1 D h.

P
i bi/, οπότε αν η τάξη είναι ένα, αναγκαστικά πρέπει

P
i bi D 1.

Για την αναγκαιότητα των (3.97.1) και (3.97.2) για να είναι η τάξη ακρί-
βειας δύο θεωρήστε το 2 � 2 αυτόνομο σύστημα Py1 D 1; Py2 D y1, με
y1.0/ D 0; y2.0/ D 0, του οποίου η λύση είναι y1 D t , y2 D

t2

2
, και για

το οποίο ισχύει ότι f 0f D .0; 1/>; f 00.f; f / D 0; f 0f 0f D 0, κ.λπ. Συνε-
πώς με

P
i bi D 1 αναγκαστικά θα έχουμε

P
i;j biaij D

1
2
αν η τάξη είναι 2.

Τέτοια συστήματα μπορούν να κατασκευασθούν με συστηματικό τρόπο, για
κάθε επιθυμητή τάξη, βλ. π.χ. Άσκ. 4 του Κεφ. II.2 του [33].

2Ο Butcher (BIT 35 (1995) 202–209) έχει κατασκευάσει μέθοδο RK που έχει τάξη 5 για
βαθμωτές Δ.Ε. και τάξη 4 για συστήματα.
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3.5 Συνθήκες τάξης ακρίβειας με χρήση ριζωμένων δέντρων

Ο προσδιορισμός της τάξης ακρίβειας των μεθόδων RK που είδαμε στην §3.4
μπορεί να γίνει γενικότερα και συνοπτικότερα με χρήση εννοιών και συμβο-
λισμού της Θεωρίας Γραφημάτων, συγκεκριμένα χρησιμοποιώντας ριζωμένα
δέντρα (rooted trees)3. Θα παρουσιάσουμε εδώ μια σύντομη εισαγωγή στο
θέμα βασισμένοι στην Παρ. III.1.1 του [32]. Για μια πληρέστερη ανάπτυξη
βλ. π.χ. τα βιβλία [13], [33], και [32].

Ένα γράφημα (ή γράφος) G D G.V;E/ είναι ένα πεπερασμένο σύνολο
V , τα στοιχεία του οποίου λέγονται κορυφές τουG, μαζί με ένα σύνολοE, τα
στοιχεία του οποίου λέγονται ακμές τουG και είναι δισύνολα κορυφών τουG.
Παριστάνουμε συνήθως τις κορυφές με σημεία στο επίπεδο και τις ακμές με
γραμμές που ενώνουν τις κορυφές που αντιστοιχούν σε αυτές. Ένα μονοπάτι
στο G είναι μια ακολουθία κορυφών v1; v2; : : : ; vk , τέτοια ώστε για κάθε i ,
2 6 i 6 k � 1, η κορυφή vi να συνδέεται με ακμές με τις κορυφές vi�1 και
viC1. Ένα κύκλωμα είναι ένα μονοπάτι του οποίου η πρώτη κορυφή ταυτίζεται
με την τελευταία. Το γράφημα ονομάζεται συνεκτικό όταν κάθε κορυφή του
συνδέεται με οποιαδήποτε άλλη κορυφή μέσω ενός μονοπατιού. Τέλος, ένα
δέντρο είναι ένα συνεκτικό γράφημα χωρίς κυκλώματα (βλ. Σχήμα 3.2).

Δέντρο Όχι δέντρο

Σχήμα 3.2: Δέντρο και όχι δέντρο.

Μια οποιαδήποτε κορυφή ενός δέντρου μπορεί να ορισθεί ως ρίζα του. Σε
ένα τέτοιο δέντρο, δηλαδή σε ένα ριζωμένο δέντρο, ο γονέας μιας κορυφής
a (η οποία δεν είναι ρίζα), είναι η αμέσως προηγούμενη κορυφή της a στο
μονοπάτι που τη συνδέει με τη ρίζα. Ένα παιδί b μιας κορυφής a είναι μια

3Η ιδέα της μελέτης της τάξης ακρίβειας των μεθόδων RK με χρήση ριζωμένων δέντρων
οφείλεται στον Merson (1957). Αναπτύχθηκε συστηματικά και επεκτάθηκε από τον Butcher
κατά τη δεκαετία του 1960 και μετά, ιδιαίτερα με την εισαγωγή των λεγομένων σειρών
Butcher (1972).
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κορυφή που έχει ως γονέα την a. Μια κορυφή χωρίς παιδιά λέγεται φύλλο.
Ένας κλάδος μιας κορυφής a είναι μια ακμή που έχει ως μια κορυφή της την
a αλλά δεν ανήκει στο μονοπάτι που συνδέει την a με τη ρίζα. Στο Σχήμα 3.3
φαίνονται όλα τα ριζωμένα δέντρα με 4 κορυφές. Η ρίζα έχει σημειωθεί με το
σύμβολο .

Σχήμα 3.3: Ριζωμένα δέντρα με 4 κορυφές.

Στο Σχήμα 3.3 (και στη συνέχεια) έχουμε ταυτίσει το ισόμορφα δέντρα:
Δύο ριζωμένα δέντραG.V;E/ καιG 0.V 0; E 0/ λέγονται ισόμορφα αν υπάρχει
μια 1–1 και επί απεικόνιση ' W V ! V 0 τέτοια ώστε για κάθε a; b 2 V η
ακμή ab 2 E αν και μόνο αν η ακμή '.a/'.b/ 2 E 0 και αν r 0 D '.r/, όπου r
και r 0 οι ρίζες των G και G 0, αντίστοιχα. Παραδείγματος χάριν, τα ριζωμένα
δέντρα με 4 κορυφές

είναι ισόμορφα.
Ακολουθώντας το [32] δίνουμε τώρα έναν αναδρομικό ορισμό των ριζω-

μένων δέντρων:

Ορισμός 3.2 (Το σύνολο των ριζωμένων δέντρων.) Το σύνολο T των ριζω-
μένων δέντρων ορίζεται αναδρομικά ως εξής:

1) Το δέντρο με μία μόνο κορυφή (D ρίζα) ανήκει στο T .
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2) Αν τα (ριζωμένα δέντρα) �1; �2; : : : ; �n ανήκουν στο T , τότε το δέντρο �
που κατασκευάζουμε “μπολιάζοντας” (“ριζώνοντας”) τις ρίζες των �1; �2;

: : : ; �n σε μία νέα κορυφή a (δηλαδή ενώνοντας τις ρίζες τους μέσω νέων
ακμών με την a), και παίρνοντας την a ως ρίζα του � , ανήκει στο T . Συμ-
βολίζουμε το � ως � D Œ�1; : : : ; �n�. Σχηματικά:

a

...
�1 �2 �n

Σημειωτέον ότι μερικά από τα �i του Ορισμού 3.2 μπορεί να είναι τα ίδια,
και δεν έχει σημασία η σειρά με την οποία γράφουμε τα �i στην παράσταση
� D Œ�1; : : : ; �n�. (Τυχόν αλλαγή της σειράς δίνει ισόμορφα δέντρα � .)

Σε παραδείγματά μας παρακάτω θα χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό �ij

για τα ριζωμένα δέντρα με i κορυφές, όπου j D 1; 2; 3; : : : , τα διαφορετικά
(δηλαδή μη ισόμορφα μεταξύ τους) τέτοια δέντρα. Συμβολίζουμε επίσης με
j� j το πλήθος των κορυφών ενός δέντρου � , που συχνά ονομάζεται τάξη του
� . Ο Πίνακας 3.1 δείχνει, με αυτόν τον συμβολισμό και τον συμβολισμό του
Ορισμού 3.2, τα ριζωμένα δέντρα με πλήθος κορυφών j� j 6 4.

Παρατήρηση 3.2 (Κατασκευή των ριζωμένων δέντρων με επαγωγή ως προς
το πλήθος των κορυφών.) Όπως φαίνεται και από τον Πίνακα 3.1 αλλά και
από τον αναδρομικό Ορισμό 3.2, για να βρούμε όλα τα ριζωμένα δέντρα με
i C 1 κορυφές, προσθέτουμε έναν ακριβώς κλάδο σε κάθε κορυφή (συμπε-
ριλαμβανομένης και της ρίζας) των ριζωμένων δέντρων με i κορυφές, και
ταυτίζουμε τα ισόμορφα δέντρα.

ΣτηνΠαράγραφο 3.4.2α ονομάσαμε στοιχειώδη διαφορικά τους όρους που
εμφανίζονται στα δεύτερα μέλη των σχέσεων (3.83), δηλαδή τους όρους των
παραστάσεων των παραγώγων y.i/ συναρτήσει της f και των μερικών παρα-
γώγων της, καθώς και της y, την οποία παραλείψαμε στον συμβολισμό των
(3.83). Τα στοιχειώδη διαφορικά είναι δυνατόν να παρασταθούν με χρήση ρι-
ζωμένων δέντρων ως εξής4: Κάθε όρος f παριστάνεται από φύλλο. Η πρώτη
παράγωγος f 0 παριστάνεται από κορυφή με έναν μόνο κλάδο. Η δεύτερη πα-
ράγωγος f 00 είναι κορυφή με δύο κλάδους, και γενικά η f .k/ παριστάνεται

4Όπως είχε ήδη παρατηρήσει ο Cayley (1857).
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j� j D 1: �11

j� j D 2: �21 D Œ�11�

j� j D 3: �31 D Œ�11; �11�

�32 D Œ�21�

j� j D 4: �41 D Œ�11; �11; �11�

�42 D Œ�11; �21�

�43 D Œ�31�

�44 D Œ�32�

Πίνακας 3.1: Ριζωμένα δέντρα με j� j 6 4.

από κορυφή με k κλάδους. Τα ορίσματα της k-γραμμικής απεικόνισης που
αντιστοιχεί στην f .k/ παριστάνονται από ριζωμένα δέντρα τα οποία “μπολιά-
ζονται” στις κορυφές των κλάδων που ξεκινούν από την κορυφή f .k/. Παρα-
δείγματος χάριν, στονΠίνακα 3.2 φαίνονται τα ριζωμένα δέντρα που αντιστοι-
χούν στα στοιχειώδη διαφορικά που εμφανίζονται στα δεύτερα μέλη των y.i/

για i D 1; 2; 3; 4, βλ. (3.83), ενώ στο Σχήμα 3.4 φαίνεται το ριζωμένο δέντρο
με 5 κορυφές που αντιστοιχεί στο στοιχειώδες διαφορικό f 00.f 00.f; f /; f /.
Στο δέντρο αυτό τα ορίσματα f 00.f; f / και f της f 00 “μπολιάζονται” στις
κορυφές των δύο κλάδων που ξεκινούν από τη ρίζα f 00 .

Όπως φαίνεται από τους τύπους (3.83) και από την παραπάνω περιγραφή
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iD1: f f

iD2: f 0f

f 0

f

iD3: f 00.f; f /

f 00

f f

, f 0f 0f

f 0

f 0

f

iD4: f 000.f; f; f /

f 000

f
f

f
, f 00.f 0f; f /

f 00

f 0

f

f

f 0f 00.f; f /

f 0

f 00

f f

, f 0f 0f 0f

f 0

f 0

f 0

f

Πίνακας 3.2: Στοιχειώδη διαφορικά που εμφανίζονται στις παραστάσεις
των y.i/; i D 1; 2; 3; 4, βλ. (3.83), και αντίστοιχα ριζωμένα δέντρα.

f 00.f 00.f; f /; f /

f 00

f 00

f f

f

Σχήμα 3.4:Μπόλιασμα δέντρων: Ορίσματα f 00.f; f /; f της παραγώγου
f 00.f 00.f; f /; f /.
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των στοιχειωδών διαφορικών, κάθε στοιχειώδες διαφορικό που εμφανίζεται
στην παράσταση της y.i/ αντιστοιχεί σε ριζωμένο δέντρο με i κορυφές, και,
όπως υποδηλώνουν οι Πίνακες 3.1 και 3.2, υπάρχει 1–1 αντιστοιχία μεταξύ
στοιχειωδών διαφορικών και ριζωμένων δέντρων, η δε ταύτιση των ισομόρ-
φων δέντρων αντιστοιχεί στο γεγονός ότι οι τιμές των απεικονίσεων f .k/ δεν
μεταβάλλονται όταν αλλάζει η σειρά των ορισμάτων τους. Αυτό γίνεται σαφές
από τον παρακάτω αναδρομικό ορισμό των στοιχειωδών διαφορικών που χρη-
σιμοποιεί τον συμβολισμό του Ορισμού 3.2. (Εδώ �11 D , βλ. Πίνακα 3.1.)

Ορισμός 3.3 (Στοιχειώδη διαφορικά.) Έστω ριζωμένο δέντρο � D Œ�1; : : : ;

�n�. Το στοιχειώδες διαφορικό που αντιστοιχεί στο � είναι μια απεικόνιση
F.�/ W Rm ! Rm, που για y 2 Rm ορίζεται αναδρομικά ως

F.�11/y D f .y/;

F.�/y D f .n/.y/
�
F.�1/.y/; : : : ; F .�n/.y/

�
;

όπου f .n/ είναι, ως συνήθως, η n-γραμμική μορφή των παραγώγων της f .

Ο Πίνακας 3.3, που προκύπτει από τους Πίνακες 3.1 και 3.2, δείχνει τα
στοιχειώδη διαφορικά και τα αντίστοιχα ριζωμένα δέντρα για j� j 6 4 με
χρήση του συμβολισμού των Ορισμών 3.2 και 3.3. (Παραλείψαμε το όρισμα
y.)

j� jD1 W �11 D F.�11/Df

j� jD2 W �21 D Œ�11� F .�21/Df
.1/.F.�11//Df

0f

j� jD3 W �31 D Œ�11; �11� F .�31/Df
.2/.F.�11/; F .�11//Df

00.f; f /

�32 D Œ�21� F .�32/Df
.1/.F.�21//Df

0f 0f

j� jD4 W �41 D Œ�11; �11; �11� F .�41/Df
.3/.F.�11/; F .�11/; F .�11//

D f .3/.f; f; f /

�42 D Œ�11; �21� F .�42/Df
.2/.F.�11/; F .�21//Df

00.f; f 0f /

�43 D Œ�31� F .�43/Df
.1/.F.�31//Df

0f 00.f; f /

�44 D Œ�32� F .�44/Df
.1/.F.�32//Df

0f 0f 0f

Πίνακας 3.3: Στοιχειώδη διαφορικά και αντίστοιχα ριζωμένα δέντρα για
j� j 6 4.
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Με αυτούς τους ορισμούς και τον συμβολισμό για τα ριζωμένα δέντρα
και τα στοιχειώδη διαφορικά, προχωρούμε τώρα σε μια γενική, συνοπτική
διατύπωση των τύπων (3.83) και των τύπων (3.95), που είναι, όπως είδαμε στις
Παρ. 3.4.2β και 3.4.2δ, αντίστοιχα, τα βασικά προκαταρκτικά βήματα για την
εξαγωγή των συνθηκών τάξης ακρίβειας των μεθόδων RK. Η διατύπωση του
πρώτου από αυτούς τους δύο τύπους αποτελεί το περιεχόμενο της επόμενης
πρότασης.

Πρόταση 3.3 (Υπολογισμός των παραγώγων της λύσης του π.α.τ.) Η rστή

παράγωγος y.r/ D
dr y

dtr της λύσης του προβλήματος αρχικών τιμών (3.47) υπο-
λογισμένη στο σημείο t D t0, όπου y.t0/ D y0, δίνεται από τύπο της μορφής

(3.99) y.r/.t0/ D
X
j� jDr

˛.�/ F.�/.y0/;

όπου το άθροισμα λαμβάνεται επί όλων των ριζωμένων δέντρων � με πλήθος
κορυφών j� j D r , οι συντελεστές ˛.�/ είναι θετικοί ακέραιοι, και F.�/ το
στοιχειώδες διαφορικό που αντιστοιχεί στο � .

Παρατήρηση 3.3 (Συντελεστές ˛.�/.) Όπως θα δούμε παρακάτω, για τα ρι-
ζωμένα δέντρα του Πίνακα 3.1, δηλαδή τα ριζωμένα δέντρα με j� j 6 4, οι συ-
ντελεστές ˛ είναι ˛.�11/ D 1, ˛.�21/ D 1, ˛.�31/ D ˛.�32/ D 1, ˛.�41/ D 1,
˛.�42/ D 3, ˛.�43/ D ˛.�44/ D 1. Οι συντελεστές ˛ για τα εννέα ριζωμένα
δέντρα με j� j D 5 δίνονται στον Πίνακα 2.2 του [33].

Απόδειξη. (Απόδειξη της Πρότασης 3.3) Η πρόταση ισχύει για r D 1; 2; 3.
Πράγματι y.1/ D f D F.�11/ (παραλείπουμε το όρισμα y), και το �11 είναι
το μόνο ριζωμένο δέντρο με πλήθος κορυφών 1. Άρα ισχύει η (3.99) για r D 1

με ˛.�11/ D 1. Παραγωγίζοντας ως προς t έχουμε y.2/ D f 0f D F.�21/,
βλ. Πίνακα 3.3, και επειδή το �21 είναι το μόνο ριζωμένο δέντρο με j� j D 2,
ισχύει η (3.99) για r D 2, ˛.�21/ D 1. Τέλος, από την τρίτη σχέση της (3.83)
και τον Πίνακα 3.3 παίρνουμε

(3.100) y.3/
D f 00.f; f /C f 0f 0f D F.�31/C F.�32/:

Επειδή τα �31, �32 είναι τα μόνα ριζωμένα δέντρα με j� j D 3, βλέπουμε ότι
ισχύει η (3.99) για r D 3 με ˛.�31/ D ˛.�32/ D 1.

Για να υπολογίζουμε την y.4/ πρέπει να παραγωγίσουμε τους δύο όρους
στο δεύτερο μέλος της (3.100) ως προς t . Για τον πρώτο όροF.�31/ D f 00.f; f /,
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χρησιμοποιώντας τη Δ.Ε. Py D f και τον κανόνα παραγώγισης γινομένου του
Leibniz, έχουμε (βλ. και Παρ. 3.4.2α)

d
dt
f 00.f; f / D

d
dt
F .�31/ D f 000.f; f; f /C f 00.f 0f; f /C f 00.f; f 0f /

D f 000.f; f; f /C 2f 00.f 0f; f /;

δηλαδή, βλ. Πίνακα 3.3,

(3.101)
d
dt
F .�31/ D F.�41/C 2F.�42/:

Χρησιμοποιώντας τον συμβολισμό των ριζωμένων δέντρων βλέπουμε ότι η

F.�31/ D f 00.f; f /

f 000.f; f; f /

F.�41/

f 00.f 0f; f /

F.�42/

f 00.f; f 0f /

F.�42/

d
dt

παραγώγιση του όρου F.�31/ D f 00.f; f / ως προς t (με χρήση της Δ.Ε. και
του κανόνα του Leibniz) δίνει τρεις όρους που αντιστοιχούν σε ριζωμένα δέ-
ντρα με τέσσερεις κορυφές που κατασκευάζουμε από το ριζωμένο δέντρο για
τον όρο f 00.f; f / με την προσθήκη ενός νέου κλάδου σε κάθε μια από τις κο-
ρυφές (συμπεριλαμβανομένης και της ρίζας). Τα δύο στοιχειώδη διαφορικά
f 00.f 0f; f /; f 00.f; f 0f / είναι ίσα λόγω της συμμετρίας της f 00.�; �/ και δί-
νουν έτσι τον συντελεστή 2 που πολλαπλασιάζει το F.�42/ στην (3.101).

Για τον όρο F.�32/ στην (3.100) παίρνουμε
d
dt
f 0f 0f D

d
dt
F .�32/ D f 00.f 0f; f 0/C f 0.f 00.f; f //C f 0.f 0f 0f /;

δηλαδή

(3.102)
d
dt
F .�32/ D F.�42/C F.�43/C F.�44/;
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και με συμβολισμό ριζωμένων δέντρων βλέπουμε ότι η παραγώγιση δίνει τρία
ριζωμένα δέντρα με προσθήκη νέου κλάδου σε κάθε κορυφή του F.�32/.

F.�32/

F.�42/ F.�43/ F.�44/

d
dt

Από τις (3.100), (3.101), (3.102) παίρνουμε συνεπώς

(3.103) y.4/
D F.�41/C 3F.�42/C F.�43/C F.�44/;

δηλαδή τον γραμμικό συνδυασμό της μορφής (3.99) στοιχειωδών διαφορικών
που αντιστοιχούν σε ριζωμένα δέντρα με r D 4 κορυφές και με συντελεστές
˛.�41/ D ˛.�43/ D ˛.�44/ D 1, ˛.�42/ D 3, ο οποίος βέβαια συμπίπτει με
το δεύτερο μέλος της τέταρτης σχέσης των (3.83). (Είναι προφανές ότι δεν
υπάρχουν άλλα ριζωμένα δέντρα με j� j D 4 από αυτά του δευτέρου μέλους
της (3.103), γιατί ο τρόπος που παίρνουμε αυτά τα δέντρα είναι ακριβώς προ-
σθέτοντας έναν κλάδο σε κάθε κορυφή των ριζωμένων δέντρων με j� j D 3,
βλ. Παρατήρηση 3.2.)

Με τις παρατηρήσεις αυτές, οι οποίες εύκολα γενικεύονται, μπορούμε να
αποδείξουμε το επαγωγικό βήμα r ! r C 1 στην (3.99).

Προχωρούμε τώρα για να υπολογίσουμε με τον συμβολισμό των ριζωμέ-
νων δέντρων τις παραστάσεις των διανυσμάτων y.r/

1

ˇ̌
hD0

, δηλαδή των παρα-
γώγων ως προς h τάξης r (υπολογισμένων για h D 0) της προσέγγισης y1

της μεθόδου RK που δίνεται από την τρίτη σχέση των τύπων (3.85). Αναμέ-
νουμε, με βάση το ανάπτυγμα Taylor (3.97), ότι στην παράσταση αυτή θα εμ-
φανιστούν τα στοιχειώδη διαφορικά F.�/ για j� j D r , αλλά και συντελεστές
εξαρτώμενοι από τις σταθερές bi , aij της μεθόδου RK. Το βασικό ενδιάμεσο
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βήμα είναι η κατασκευή των διανυσμάτων g.r/
i

ˇ̌
hD0

; u
.r/
i

ˇ̌
hD0

; 1 6 i 6 q; r D

1; 2; : : : , που ορίσθηκαν στην Παρ. 3.4.2γ, και υπολογίστηκαν για r D 1; 2; 3

στους τύπους (3.95). Το βήμα αυτό είναι το περιεχόμενο της επόμενης Πρό-
τασης, στην οποία χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό του [32].

Πρόταση 3.4 (Υπολογισμός των g.r/
i ; u

.r/
i για h D 0.) Με τον συμβολισμό

g
.r/
i

ˇ̌
hD0

; u
.r/
i

ˇ̌
hD0

της Παραγράφου 3.4.2γ έχουμε για r > 1; 1 6 i 6 q,

g
.r/
i

ˇ̌̌
hD0

D
X
j� jDr

.�/gi.�/˛.�/F.�/.y0/;(3.104)

u
.r/
i

ˇ̌̌
hD0

D
X
j� jDr

.�/ui.�/˛.�/F.�/.y0/;(3.105)

όπου F.�/ το στοιχειώδες διαφορικό που αντιστοιχεί στο ριζωμένο δέντρο � ,
και ˛.�/ οι θετικοί ακέραιοι που εμφανίζονται στην (3.99). Οι ακέραιοι θετικοί
συντελεστές .�/ δίνονται αναδρομικά από τις σχέσεις

(3.106)
.�11/ D 1;

και για γενικό � D Œ�1; : : : ; �n� W

.�/ D j� j .�1/ � � � .�n/:

�

Οι συντελεστές gi.�/, ui.�/; 1 6 i 6 q, εξαρτώνται από τις σταθερές aij της
μεθόδου RK και δίνονται αναδρομικά από τις σχέσεις

gi.�11/ D 1; ui.�11/ D

qX
j D1

aij ;

και για γενικό � D Œ�1; : : : ; �n� W

gi.�/ D ui.�1/ui.�2/ � � � ui.�n/;(3.107)

ui.�/ D

qX
j D1

aij gj .�/:(3.108)

Απόδειξη. (Θα σκιαγραφήσουμε απλώς την απόδειξη με σκοπό την κατανό-
ηση της βασικής ιδέας. Για μια πλήρη απόδειξη βλέπε Θεώρημα 2.11 του
[33].)
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Οι σχέσεις (3.104)–(3.108) ισχύουν για r D 1 και r D 2. Πράγματι,
σύμφωνα με τις πρώτες δύο σχέσεις της (3.95) έχουμε

g
.1/
i

ˇ̌̌
hD0

� Pgi D 1�f .y0/ D 1�F.�11/.y0/;(3.109)

u
.1/
i

ˇ̌̌
hD0

� Pui D 1�
�X

j

aij

�
f .y0/ D 1�

�X
j

aij

�
F.�11/.y0/:(3.110)

Γνωρίζουμε ότι ˛.�11/ D 1. Άρα βλέπουμε ότι ισχύουν οι (3.104)–(3.108)
γιατί .�11/ D 1, gi.�11/ D 1, ui.�11/ D

P
j aij , και δεδομένου ότι το �11

είναι το μόνο δέντρο με μία κορυφή. Για r D 2 έχουμε σύμφωνα με τις (3.95)

g
.2/
i

ˇ̌̌
hD0

� Rgi D 2�1
�X

j

aij

�
.f 0f /.y0/(3.111)

D 2�1
�X

j

aij

�
F.�21/.y0/;

u
.2/
i

ˇ̌̌
hD0

� Rui D 2�1
�X

j;k

aijajk

�
.f 0f /.y0/(3.112)

D 2�1
�X

j;k

aijajk

�
F.�21/.y0/:

Γνωρίζουμε ότι ˛.�21/ D 1, ότι το �21 είναι το μόνο ριζωμένο δέντρο με
δύο κορυφές, και ότι �21 D Œ�11�. Συνεπώς ισχύουν οι (3.104)–(3.108) για
r D 2, γιατί .�21/ D j�21j.�11/ D 2�1, gi.�21/ D ui.�11/ D

P
j aij ,

ui.�21/ D
P

j aij gj .�21/ D
P

j;k aijajk . Με σκοπό τώρα να δούμε τη δομή
της συνέχειας της απόδειξης, ας εξετάσουμε πώς προκύπτουν οι παραστάσεις
των g.3/

i

ˇ̌
hD0

και u.3/
i jhD0. Από τον τύπο (3.90) παίρνουμε ότι

(3.113) g
.3/
i � «gi D 3Œf 00.y0/. Pui ; Pui/C f 0.y0/ Rui �;

όπου Pui D u
.1/
i

ˇ̌
hD0

; Rui D u
.2/
i

ˇ̌
hD0

. Όπως είχαμε αναφέρει στην §3.4.2γ, για
την εξαγωγή του τύπου (3.90) από τον (3.86) ουσιαστικά κάναμε ακριβώς πα-
ρόμοιες πράξεις όπως στην περίπτωση της εξαγωγής της (3.80) από την (3.77).
Στην (3.90) υπάρχει επί πλέον και ο συντελεστής 3 λόγω του πολλαπλασια-
στικού παράγοντα r στο δεύτερο μέλος της (3.86).

Αντικαθιστώντας τώρα στο δεύτερο μέλος της (3.113) τα διανύσματα Pui ,
Rui από τις τιμές τους (3.110) και (3.112), αντίστοιχα, παίρνουμε (βλ. και Πί-
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νακα 3.3)

(3.114)

g
.3/
i

ˇ̌̌
hD0

D 3�
h
f 00.y0/

�
1�

�X
j

aij

�
F.�11/.y0/; 1�

�X
j

aij

�
F.�11/.y0/

�
C f 0.y0/

�
2�1

X
j;k

aijajk

�
F.�21/.y0/

i
D 3�1�1

�X
j

aij

�2
F.�31/.y0/C 3�2�1

�X
j;k

aijajk

�
F.�32/.y0/

� .�31/gi .�31/˛.�31/F.�31/.y0/C .�32/gi .�32/˛.�32/F.�32/.y0/;

που είναι ακριβώς της μορφής (3.104) για r D 3 επειδή τα �31 και �32 είναι τα
μόνα ριζωμένα δέντρα με 3 κορυφές. Όπως ξέρουμε, οι όροι ˛.�31/, ˛.�32/

είναι θετικοί ακέραιοι, εδώ ίσοι με τη μονάδα. Επίσης, επειδή �31 D Œ�11; �11�,
�32 D Œ�21�, έχουμε ότι όντως .�31/ D 3�1�1 D j�31j.�11/.�11/, .�32/ D

3�2�1 D j�32j.�21/, gi.�31/ D ui.�11/ui.�11/ D
�P

j aij

�2 και gi.�32/ D

ui.�21/ D
P

j;k aijajk.
Η ουσιαστική παρατήρηση εδώ είναι ότι η (3.114) είναι της μορφής (3.99)

για r D 3, αλλά με την προσθήκη των πολλαπλασιαστικών παραγόντων 
(θετικών ακεραίων), και των gi , που εξαρτώνται από τους συντελεστές aij .

Για να ολοκληρώσουμε την εξαγωγή των τύπων για r D 3 παρατηρούμε
ότι, σύμφωνα με την (3.92),

u
.3/
i

ˇ̌̌
hD0

D

qX
j D1

aijg
.3/
j

ˇ̌̌
hD0

:

Συνεπώς, η (3.114) δίνει

u
.3/
i

ˇ̌̌
hD0

D .�31/˛.�31/F.�31/.y0/
�X

j

aij gj .�31/
�

C .�32/˛.�32/F.�32/.y0/
� X

j

aij gj .�32/
�

D (βλ. (3.108) για � D �31; �32)
D .�31/ui.�31/˛.�31/F.�31/.y0/C .�32/ui.�32/˛.�32/F.�32/.y0/;

που είναι ακριβώς η (3.105) για r D 3.
Η γενική περίπτωση j� j D r για τις (3.104)–(3.108) προκύπτει επαγω-

γικά. Περιγράφουμε αδρά το βήμα r � 1 ! r . Όταν παραγωγίσουμε και
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υπολογίσουμε για h D 0 μια παράσταση για την g.r�1/
i με σκοπό να πάρουμε

έναν τύπο για την g.r/
i

ˇ̌
hD0

, θα εμφανισθούν όροι u.j /
i

ˇ̌
hD0

, όπου j 6 r � 1,
ως ορίσματα των παραγώγων της f , καθώς και ο πολλαπλασιαστικός παρά-
γοντας r λόγω της (3.86). Ύστερα από την αντικατάσταση αυτών των δια-
νυσμάτων u.j /

i

ˇ̌
hD0

, όπου j 6 r � 1, από τις παραστάσεις τους (3.105), ο
τύπος για την g.r/

i

ˇ̌
hD0

που προκύπτει θα είναι της μορφής (3.99), αλλά με
προσθήκη για κάθε � με j� j D r παραγόντων .�/ και gi.�/ που προκύ-
πτουν από την εισαγωγή των u.j /

i

ˇ̌
hD0

, j 6 r � 1. Για κάθε ένα από τα ρι-
ζωμένα δέντρα � , j� j D r , έστω της μορφής � D Œ�1; : : : ; �n�, ο παράγοντας
gi.�/ είναι το γινόμενο gi.�/ D ui.�1/ � � � ui.�n/, λόγω της πολυγραμμικότη-
τας των παραγώγων της f που αντιστοιχούν στα στοιχειώδη διαφορικά F.�/
(βλ. και τον αναδρομικό Ορισμό 3.3 των F.�/). Ο παράγοντας .�/ είναι
το γινόμενο του r D j� j επί τους παράγοντες .�1/; : : : ; .�n/, που εμφα-
νίζονται λόγω των όρων u.j /

i

ˇ̌
hD0

που αντιστοιχούν στο � . Συνεπώς, με αυ-
τόν τον τρόπο μπορούμε να πεισθούμε πώς εξάγεται ο τύπος (3.104) καθώς
και ότι ισχύουν οι (3.106) και (3.107). Το επαγωγικό βήμα ολοκληρώνεται
λόγω της σχέσης (3.92), δηλαδή της ισότητας u.r/

i

ˇ̌
hD0

D
P

j aijg
.r/
j

ˇ̌
hD0

,
η οποία, λόγω της (3.104) δίνει u.r/

i

ˇ̌
hD0

D
P

j� jDr .�/ui.�/˛.�/F.�/.y0/,
όπου ui.�/ D

P
j aij gj .�/, δηλαδή την (3.108).

Είμαστε τώρα σε θέση να υπολογίσουμε τα διανύσματα y.r/
1

ˇ̌
hD0

, δηλαδή
τους συντελεστές του αναπτύγματος Taylor σε δυνάμεις του h της προσέγγι-
σης y1 της μεθόδου RK που δίνεται από την τελευταία σχέση στους τύπους
(3.85). Με χρήση ριζωμένων δέντρων και της Πρότασης 3.4 γενικεύουμε την
(3.97) ως εξής: Από την (3.85), δηλαδή την y1 D y0 C

P
i bigi , παίρνουμε,

χρησιμοποιώντας την (3.104), για r > 1

y
.r/
1

ˇ̌̌
hD0

D

qX
iD1

big
.r/
i

ˇ̌̌
hD0

D
X
j� jDr

� qX
iD1

bigi.�/
�
.�/˛.�/F.�/.y0/;

δηλαδή

(3.115) y
.r/
1

ˇ̌̌
hD0

D
X
j� jDr

.�/�.�/˛.�/F.�/.y0/;

όπου

(3.116) �.�/ D

qX
iD1

bigi.�/:
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Συνεπώς οι νέοι συντελεστές �.�/ στην (3.115) εξαρτώνται από τα bi και τα
aij (μέσω των gi.�/). Στον Πίνακα 3.4 παρατίθενται οι συντελεστές .�/,
gi.�/, και �.�/ για όλα τα ριζωμένα δέντρα με j� j D r 6 4.

rD1

�D�11 W .�11/D1 gi .�11/D1; �.�11/D
P

i bi

rD2

�D�21 W .�21/ D 2�1D2 gi .�21/D
P

j aij ; �.�21/D
P

i;j biaij

rD3

�D�31 W .�31/D3�1�1D3 gi .�31/D
�P

j aij

�2
; �.�31/D

P
i;j;k biaijaik

�D�32 W .�32/D3�2�1D6 gi .�32/D
P

j;k aijajk; �.�32/D
P

i;j;k biaijajk

rD4

�D�41 W .�41/D4�1�1�1D4 gi .�41/D
�P

i aij

�3
;

�.�41/D
P

i;j;k;` biaijaikai`

�D�42 W .�42/D4�2�1D8 gi .�42/D
�P

j;k aijajk

��P
j aij

�
;

�.�42/D
P

i;j;k;` biaijaikaj`

�D�43 W .�43/D4�3D12 gi .�43/D
P

j aij

�P
k ajk

�2
;

�.�43/D
P

i;j;k;` biaijajkaj`

�D�44 W .�44/D4�6D24 gi .�44/D
P

j aij

�P
k;` ajkak`

�
;

�.�44/D
P

i;j;k;` biaijajkak`

Πίνακας 3.4: .�/, gi .�/, �.�/, για j� j 6 4.

Ένας πρακτικός τρόπος για τον υπολογισμό του �.�/ είναι ο εξής: Σε
κάθε κορυφή του ριζωμένου δέντρου � αντιστοιχούμε έναν δείκτη άθροισης
i; j; k; : : : . Έστω ότι ο δείκτης i αντιστοιχεί στη ρίζα του � . Τότε το �.�/ είναι
το άθροισμα, επί όλων των δεικτών, των γινομένων που αποτελούνται από το
bi και τους συντελεστές ajk για κάθε κορυφή j που συνδέεται με κλάδο με
την κορυφή με δείκτη k.

Συγκρίνοντας τώρα τους τύπους (3.115) και (3.99) μπορούμε να εξαγά-
γουμε ένα γενικό αποτέλεσμα για την τάξη ακρίβειας μιας μεθόδου RK με
χρήση ριζωμένων δέντρων, το οποίο γενικεύει τις συνθήκες (3.97.1)–(3.97.3)
και τις αντίστοιχες της Άσκησης 3.17.
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Θεώρημα 3.2 (Κριτήριο τάξης ακρίβειας.) Η μέθοδος RK (3.51) έχει τάξη
ακρίβειας p αν και μόνο αν για κάθε ριζωμένο δέντρο με j� j 6 p ισχύει η
σχέση

(3.117) �.�/ D
1

.�/
:

Απόδειξη. Η (3.117) είναι ικανή. Πράγματι, επειδή σύμφωνα με την (3.99)

y.t0 C h/ D y0 C hy.1/.t0/C
h2

2
y.2/.t0/C � � �

D y0 C
X
r>1

hr

rŠ

� X
j� jDr

˛.�/F.�/.y0/
�

και σύμφωνα με την (3.115)

y1 D y0 C hy
.1/
1

ˇ̌̌
hD0

C
h2

2
y

.2/
1

ˇ̌̌
hD0

C � � �

D y0 C
X
r>1

hr

rŠ

� X
j� jDr

.�/�.�/˛.�/F.�/.y0/
�
;

από την (3.117) παίρνουμε ότι y.t0 C h/ � y1 D O.hpC1/.
Η αναγκαιότητα της (3.117) προκύπτει από την “ανεξαρτησία” των στοι-

χειωδών διαφορικών και αποδεικνύεται με βάση την Παρατήρηση 4 στο τέλος
της §3.4.2ε, σελίδα 137.

Από την (3.117) και τον Πίνακα 3.4 μπορούμε π.χ. να επιβεβαιώσουμε
τις συνθήκες (3.97.1)–(3.97.3) και αυτές που δίνονται στην Άσκηση 3.17 για
τάξη ακρίβειας p D 4. Από τον Πίνακα 2.2, σελ. 148 του [33] μπορεί κανείς
να βρει τις σχέσεις μεταξύ των bi και aij για p D 5.

3.6 Ικανές συνθήκες για την τάξη ακρίβειας μεθόδων RK

Το ερώτημα του προσδιορισμού ικανών και αναγκαίων συνθηκών για τα στοι-
χεία στοιχεία q; aij ; bi ; �i του μητρώου μιας μεθόδουRK, έτσι ώστε η μέθοδος
να έχει μια ορισμένη τάξη ακρίβειας p είναι δύσκολο να μελετηθεί για γενικό
q όπως είδαμε στις δύο προηγούμενες παραγράφους. Υπάρχουν όμως θεωρή-
ματα που δίνουν ικανές συνθήκες για τα q; aij ; bi ; �i έτσι ώστε η αντίστοιχη
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μέθοδος RK να έχει ορισμένη τάξηp. Ένα τέτοιο αποτέλεσμα θα δούμε σ’ αυ-
τήν την παράγραφο. Στο θεώρημα αυτό θα χρησιμοποιήσουμε ουσιαστικά το
γεγονός ότι οι μέθοδοι RK προέρχονται (βλ. παράγραφο 3.1) από qC1 κανό-
νες αριθμητικής ολοκλήρωσης με βάρη bi και κόμβους �i στο διάστημα Œ0; 1�
και με βάρη aij και κόμβους �j στα διαστήματα Œ0; �i �; 1 6 i 6 q: Η ακρίβεια
των κανόνων αυτών θα παίξει ασφαλώς, μαζί με μια συνθήκη ακόμα, σημα-
ντικό ρόλο στην απόδειξη. Το θεώρημα οφείλεται στον Butcher [12] αλλά
η συγκεκριμένη απόδειξη που θα αναπαραγάγουμε οφείλεται στον Crouzeix
[18]. Η απόδειξη θα γίνει για την περίπτωση του προβλήματος αρχικών τιμών
(3.1) για μια Δ.Ε., αλλά ισχύει ανάλογα και για το σύστημα (3.8).

Θεώρημα 3.3 (Απλοποιημένες συνθήκες.) Θεωρούμε το πρόβλημα αρχικών
τιμών (3.1) και υποθέτουμε ότι η f είναι αρκετά ομαλή στο Œa; b� � R και ότι
η ίδια και κατάλληλες μερικές παράγωγοί της είναι φραγμένες στο Œa; b� � R:
Υποθέτουμε ότι υπάρχουν ακέραιοι p; s; r > 1 τέτοιοι ώστε

(3.118)
qX

iD1

bi�
k
i D

1

k C 1
; για 0 6 k 6 p � 1;

(3.119)
qX

j D1

aij �
k
j D

�kC1
i

k C 1
; 1 6 i 6 q; για 0 6 k 6 s � 1;

(3.120)
qX

iD1

bi�
k
i aij D

bj .1 � �kC1
j /

k C 1
; 1 6 j 6 q; για 0 6 k 6 r � 1;

(3.121) p 6 r C s C 1 και p 6 2s C 2:

Τότε η μέθοδος RK (3.6) έχει τάξη ακρίβειας τουλάχιστονp:Οι συνθήκες (3.118)
–(3.121) λέγονται ‘απλοποιημένες’ ικανές συνθήκες για τάξη ακρίβειας p:

Απόδειξη. Ορίζουμε, για k D 0; 1; 2; : : : ; 0 6 n 6 N � 1; τις ποσότητες

(3.122) En.k/ WD

qX
iD1

bi.t
n;i

� tn/k
�
f

�
tn;i ; y.tn;i/

�
� f .tn;i ; �n;i/

�
;
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όπου �n;i ; 1 6 i 6 q; είναι η λύση του q � q μη γραμμικού συστήματος στην
πρώτη εξίσωση του (3.29), η οποία υποθέτουμε (βλ. Πρόταση 3.1) ότι υπάρχει
μονοσήμαντα. Από τη δεύτερη σχέση του (3.29) έχουμε

(3.123)

ın
D �y.tnC1/C y.tn/C h

qX
iD1

bif
�
tn;i ; y.tn;i/

�
� hEn.0/

D �y.tnC1/C y.tn/C h

qX
iD1

biy
0.tn;i/ � hEn.0/:

Η υπόθεση (3.118) είναι ισοδύναμη με την απαίτηση ο κανόνας ολοκλήρω-
σης για το διάστημα Œ0; 1� με βάρη bi και κόμβους �i να είναι ακριβής για
πολυώνυμα βαθμού το πολύ p � 1; δηλαδή η σχέση

(3.124)
Z 1

0

 .s/ ds �

qX
iD1

bi .�i/

να ισχύει ως ισότητα για τις συναρτήσεις  .t/ D tk; k D 0; : : : ; p � 1: Από
τη θεωρία αριθμητικής ολοκλήρωσης (βλ., π.χ., [2, Κεφ. 6]) έχουμε τότε ότι

y.tnC1/�y.tn/�h

qX
iD1

biy
0.tn;i/ D

Z tnC1

tn

y 0.�/d��h

qX
iD1

biy
0.tn;i/ D O.hpC1/:

Άρα η (3.123) δίνει ότι

ın
D �hEn.0/CO.hpC1/:

Για να αποδείξουμε λοιπόν το θεώρημά μας, αρκεί να αποδείξουμε ότιEn.0/ D

O.hp/: Το αποτέλεσμα αυτό είναι ειδική περίπτωση της σχέσης

(3.125) En.k/ D O.hp/ για k > 0;

την οποία αποδεικνύουμε στη συνέχεια.
Για k > r; η (3.125) αποδεικνύεται ως εξής: Παρατηρούμε ότι η (3.119)

ισοδυναμεί με τη συνθήκη ότι οι κανόνες ολοκλήρωσης για τα διαστήματα
Œ0; �i � με βάρη aij και κόμβους �j ;

(3.126)
Z �i

0

 .s/ ds �

qX
j D1

aij .�j /; i D 1; : : : ; q;
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είναι όλοι ακριβείς για πολυώνυμα βαθμού το πολύ s � 1: Άρα έχουμε, για
1 6 i 6 q;

y.tn;i/ � y.tn/ D

Z tn;i

tn

y 0.�/ d� D h

qX
j D1

aijy
0.tn;j /CO.hsC1/;

δηλαδή ότι

y.tn;i/ D y.tn/C h

qX
j D1

aijf
�
tn;j ; y.tn;j /

�
CO.hsC1/; i D 1; : : : ; q:

Συνεπώς, η (3.29) και η παραπάνω σχέση δίνουν, για i D 1; : : : ; q;

y.tn;i/ � �n;i
D h

qX
j D1

aij

�
f

�
tn;j ; y.tn;j /

�
� f .tn;j ; �n;j /

�
CO.hsC1/:

Παίρνοντας απόλυτες τιμές, χρησιμοποιώντας τη συνθήκη του Lipschitz στην
f και χρησιμοποιώντας ανάλογους συλλογισμούς με αυτούς που οδήγησαν
στην ανισότητα (3.26) της απόδειξης της Πρότασης 3.2 (όπου yn;i θέτουμε
y.tn;i/ και όπου yn � zn θέτουμε O.hsC1/) παίρνουμε τη σχέση

(3.127) y.tn;i/ � �n;i
D O.hsC1/; i D 1; : : : ; q;

η οποία, λόγω της (3.122), δίνει

(3.128) En.k/ D O.hkCsC1/; k > 0:

Άρα ισχύει η (3.125) για r > k; αφού στην (3.121) υποθέσαμε ότι p 6 r C

s C 1: Έστω τώρα 0 6 k < r: Παρατηρούμε ότι, λόγω των υποθέσεών μας
στη συνάρτηση f και της (3.127), έχουμε

f
�
tn;j ; y.tn;j /

�
� f .tn;j ; �n;j / � fy

�
tn;j ; y.tn;j /

��
y.tn;j / � �n;j

�
D O

��
y.tn;j / � �n;j

�2�
D O.h2sC2/:

Έτσι συμπεραίνουμε ότι

En.k/ D

qX
iD1

bi.t
n;i

� tn/kfy

�
tn;i ; y.tn;i/

��
y.tn;i/ � �n;i

�
CO.h2sC2Ck/:
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Έστω τώρα '.t/ WD fy

�
t; y.t/

�
; t 2 Œa; b�; και έστω

C.n; �/ D '.�/.tn/=�Š :

Ο τύπος του Taylor δίνει λοιπόν, αν αναπτύξουμε γύρω από το tn; και λάβουμε
υπ’ όψιν ότι r > k > 0;

fy

�
tn;i ; y.tn;i/

�
D

r�k�1X
�D0

.tn;i
� tn/�C.n; �/CO.hr�k/:

Άρα, για 0 6 k 6 r � 1; αντικαθιστώντας στον παραπάνω τύπο για το En.k/

έχουμε, χρησιμοποιώντας την (3.127),

En.k/ D

qX
iD1

bi.t
n;i

� tn/k
� r�k�1X

�D0

.tn;i
� tn/�C.n; �/

��
y.tn;i/ � �n;i

�
CO.hrCsC1/CO.h2sC2Ck/;

οπότε

(3.129)
En.k/ D

r�1X
�Dk

C.n; � � k/
h qX

iD1

bi.t
n;i

� tn/k
�
y.tn;i/ � �n;i

�i
CO.hrCsC1/CO.h2sC2Ck/:

Τώρα, χρησιμοποιώντας τη σχέση (3.29), έχουμε, για 0 6 � 6 r � 1;

qX
iD1

bi.t
n;i

� tn/�
�
�n;i

� y.tn/
�

D h�C1

qX
iD1

bi�
�
i

qX
j D1

aijf .t
n;j ; �n;i/

D h�C1

qX
j D1

f .tn;j ; �n;j /

qX
iD1

bi�
�
i aij ;

οπότε, σύμφωνα με την (3.120),

(3.130)

qX
iD1

bi.t
n;i

� tn/�
�
�n;i

� y.tn/
�

D h�C1 1

�C 1

qX
j D1

bj .1 � ��C1
j /f .tn;j ; �n;j /:
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Εξ άλλου

qX
iD1

bi.t
n;i

� tn/�
�
y.tn;i/ � y.tn/

�
D
1

h

Z tnC1

tn

.t � tn/�
�
y.t/ � y.tn/

�
dt CO.hp/

D
1

h

Z tnC1

tn

.t � tn/�
� Z t

tn

f
�
x; y.x/

�
dx

�
dt CO.hp/

D
1

h.�C 1/

Z tnC1

tn

�
h�C1

� .t � tn/�C1
�
f

�
t; y.t/

�
dt CO.hp/

D
1

�C 1

qX
j D1

bj

�
h�C1

� ��C1
j h�C1

�
f

�
tn;j ; y.tn;j /

�
CO.hp/;

όπου στην πρώτη ισότητα χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι ο κανόνας ολο-
κλήρωσης (3.124) ολοκληρώνει ακριβώς πολυώνυμα βαθμού το πολύ p � 1;

στη δεύτερη ολοκληρώσαμε κατά μέρη, και στην τρίτη χρησιμοποιήσαμε πάλι
τον κανόνα ολοκλήρωσης (3.124). Επομένως έχουμε

(3.131)

qX
iD1

bi.t
n;i

� tn/�
�
y.tn;i/ � y.tn/

�
D h�C1 1

�C 1

qX
j D1

bj

�
1 � ��C1

j

�
f

�
tn;j ; y.tn;j /

�
CO.hp/:

Αφαιρώντας κατά μέλη την (3.130) από την (3.131) έχουμε λοιπόν, για 0 6
� 6 r � 1;

qX
iD1

bi.t
n;i

� tn/�
�
y.tn;i/ � �n;i

�
D

h�C1 1

�C 1

qX
j D1

bj

�
1 � ��C1

j

��
f

�
tn;j ; y.tn;j /

�
� f .tn;j ; �n;j /

�
CO.hp/:

Αντικαθιστώντας στην (3.129) βλέπουμε, για 0 6 k 6 r � 1; επειδή p 6
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r C s C 1 και p 6 2s C 2 βάσει της υπόθεσης (3.121), ότι ισχύει

En.k/ D

r�1X
�Dk

h�C1

�C 1
C.n; � � k/

h qX
iD1

bi

�
1 � ��C1

i

��
f

�
tn;i ; y.tn;i/

�
� f .tn;j ; �n;i/

�i
CO.hp/:

Ανακαλώντας τώρα τον ορισμό του En.k/; από την (3.122) παίρνουμε, για
0 6 k 6 r � 1;

En.k/ D

r�1X
�Dk

h�C1

�C 1
C.n; � � k/En.0/

�

r�1X
�Dk

1

�C 1
C.n; � � k/En.�C 1/CO.hp/

και επειδή ήδη ξέρουμε ότιEn.r/ D O.hp/ (αφού ήδη αποδείξαμε την (3.125)
για k > r), γράφουμε την παραπάνω σχέση ως

(3.132)

En.k/ D

r�1X
�Dk

h�C1

�C 1
C.n; � � k/En.0/

�

r�2X
�Dk

1

�C 1
C.n; � � k/En.�C 1/CO.hp/; 0 6 k 6 r � 1:

Ας θυμηθούμε ότι η (3.128) ισχύει για κάθε k > 0: Αντικαθιστώντας τότε
στην (3.132) έχουμε, για 0 6 k 6 r � 1;

En.k/ D O.hsC2kC2/CO.hsCkC2/CO.hp/ D O.hsCkC2/CO.hp/:

Αντικαθιστώντας τη σχέση αυτή πάλι στην (3.132), παίρνουμε, για 0 6 k 6
r � 1;

(3.133) En.k/ D O.hsC2kC3/CO.hsCkC3/CO.hp/ D O.hsCkC3/CO.hp/:

Παρατηρούμε δηλαδή ότι με κάθε νέα αντικατάσταση η (3.132) δίνει μια αυ-
ξημένη κατά ένα τάξη στον πρώτο όρο του δευτέρου μέλους. Επαναλαμβά-
νοντας αυτή τη διαδικασία όσο χρειάζεται, κατορθώνουμε τελικά να αποδεί-
ξουμε ότι, για κάθε 0 6 k 6 r � 1;

(3.134) En.k/ D O.hsCrC1/CO.hp/ D O.hp/;
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όπου στη δεύτερη ισότητα χρησιμοποιήσαμε την (3.121). H (3.134) είναι το
ζητούμενο αποτέλεσμα (3.125) και για 0 6 k 6 r � 1:

Είδαμε ότι οι πρώτες δύο συνθήκες του Θεωρήματος 3.3 εκφράζουν, αντί-
στοιχα, ότι οι κανόνες αριθμητικής ολοκλήρωσης (3.124), αντίστοιχα (3.126),
είναι ακριβείς για πολυώνυμα βαθμού το πολύ p�1; αντίστοιχα s�1:Δηλαδή
είναι όπως λέμε τάξης p�1; αντίστοιχα s�1: Είναι χρήσιμο να δούμε (χωρίς
απόδειξη) ένα πόρισμα του Θεωρήματος 3.3, που διατυπώνει ικανές συνθήκες
(για να έχει η μέθοδος RK (3.6) τάξη p) μόνο μέσω της τάξης των κανόνων
ολοκλήρωσης (3.124) και (3.126), δηλαδή χωρίς χρήση της συνθήκης (3.120).

Πόρισμα 3.1 (Butcher–Crouzeix)
α) Αν ο κανόνας ολοκλήρωσης (3.124) είναι τάξης p � 1 και όλοι οι κανόνες
(3.126) είναι τάξης p � 2; τότε η μέθοδος RK έχει τάξη p:
β) Έστω q0 το πλήθος των �i ; 1 6 i 6 q; που είναι διαφορετικά μεταξύ τους.
Αν όλοι οι κανόνες (3.126) είναι τάξης q0 � 1; και ο κανόνας ολοκλήρωσης
(3.124) είναι τάξης p � 1; τότε η μέθοδος RK έχει τάξη p:
γ) Υπάρχει μόνο μία μέθοδος RK με q στάδια που έχει τάξη 2q: Είναι η μέθοδος
για την οποία τα �i και bi είναι, αντίστοιχα, οι κόμβοι και τα βάρη της ολοκλή-
ρωσης Gauss–Legendre .δηλαδή της ολοκλήρωσης Gauss με συνάρτηση βά-
ρους w.x/ D 1/ στο διάστημα Œ0; 1�: .Τα aij κατασκευάζονται έτσι ώστε οι
τύποι ολοκλήρωσης (3.126) να είναι ακριβείς για πολυώνυμα βαθμού το πολύ
q�1: Αυτό δίνει q q�q γραμμικά συστήματα για τα aij ; ένα σύστημα για κάθε
i .δηλαδή τα (3.119) με s D q/:/

Παρατήρηση 3.4 Υπάρχουν οικογένειες μεθόδων RK με την ιδιότητα ότι τα
�1; : : : ; �q 2 Œ0; 1� είναι ανά δύο διαφορετικά μεταξύ τους και οι κανόνες
(3.126) να είναι τάξης q � 1: Μία οικογένεια τέτοιων μεθόδων, οι μέθοδοι
RK Gauss–Legendre, αναφέρθηκε στο Πόρισμα 3.1γ· για μια άλλη, τις μεθό-
δους RK Radau IIA, παραπέμπουμε στην Παρατήρηση 3.6 στη συνέχεια. Για
τέτοιες μεθόδους το Πόρισμα 3.1β μας δίνει τη σωστή τάξη ακρίβειας: αν p
είναι ο μεγαλύτερος ακέραιος για τον οποίο ο κανόνας ολοκλήρωσης (3.124)
ολοκληρώνει πολυώνυμα βαθμού έως και p � 1 ακριβώς, τότε η τάξη ακρί-
βειας της μεθόδου είναι p: Όπως θα δούμε στη συνέχεια, βλ. Πρόταση 3.5, οι
μέθοδοι RK που πληρούν τις συνθήκες που αναφέρθηκαν προηγουμένως εί-
ναι ισοδύναμες με μεθόδους συνεγγισμού, βλ. την παράγραφο που ακολουθεί
καθώς και τη σχετική συζήτηση εκεί για την τάξη ακρίβειας μεθόδων συνεγ-
γισμού.
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Ασκήσεις

3.1 Θεωρήστε το m � m σύστημα Δ.Ε. (3.8) και υποθέστε ότι η συνάρτηση f ικα-
νοποιεί την ολική συνθήκη του Lipschitz

9L > 0 8t 2 Œa; b� 8y1; y2 2 Rm
kf .t; y1/ � f .t; y2/k1 6 Lky1 � y2k1

(η οποία λόγω της ισοδυναμίας των νορμών στον Rm ισχύει τότε και ως προς οποια-
δήποτε άλλη νόρμα, με άλλη σταθερά zL). Υποθέστε ότι h < 1; με  όπως στην
Πρόταση 3.1. Αποδείξτε ότι το σύστημα (3.4) λύνεται μονοσήμαντα ως προς τα δια-
νύσματα yn;1; : : : ; yn;q :Αποδείξτε, επίσης, ότι ισχύει το ανάλογο της (3.25), δηλαδή
ότι, αν τα zn; zn;i 2 Rm πληρούν τις σχέσεις (3.24) με δεδομένα z0; �n 2 Rm; τότε

max
16n6N

kyn
� zn

k1 6 C1ky0
� z0

k1 C
C2

h
max

06n6N �1
k�n

k1;

όπου C1 και C2 οι σταθερές που ορίστηκαν κατά την απόδειξη της Πρότασης 3.2.
Οδηγηθείτε στο συμπέρασμα ότι οι μέθοδοι RK είναι ευσταθείς και για συστήματα,
δηλαδή, για �n D 0 στην (3.24), ότι για κάθε νόρμα k � k στον Rm υπάρχει σταθερά
C; ανεξάρτητη του h; τέτοια ώστε

max
16n6N

kyn
� zn

k 6 Cky0
� z0

k:

3.2 Αποδείξτε ότι η μέθοδος των Runge–Kutta που περιγράφεται από το μητρώο

1
3

1
3

1

έχει τάξη ακρίβειας ένα.

3.3 Θεωρήστε το πρόβλημα αρχικών τιμών (3.1) και υποθέστε ότι η f είναι αρκετά
ομαλή στο Œa; b� � R; και ότι η ίδια και κατάλληλες μερικές παράγωγοί της είναι
φραγμένες. Προσδιορίστε όλες τις μεθόδους των Runge–Kutta της μορφής

0 0 0

a21 0 �2

b1 b2

;

οι οποίες έχουν τάξη ακρίβειας p D 2:

3.4 Με τις προϋποθέσεις της Άσκησης 3.3 αποδείξτε ότι οι άμεσες μέθοδοι RK που
αντιστοιχούν στα μητρώα (3.13) και (3.14) έχουν τάξη ακρίβειας τρία.
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[Υπόδειξη: Με τους συνηθισμένους συμβολισμούς, αποδείξτε κατ’ αρχάς για τη μέ-
θοδο με μητρώο (3.13) ότι

�n;2
D y.tn C

h

2
/ �

h2

8
y00.tn/CO.h3/;

�n;3
D y.tnC1/C

h2

2
y00.tn/CO.h3/:

Αντίστοιχα, για τη μέθοδο με μητρώο (3.14) αποδείξτε ότι

�n;3
D y.tn C

2h

3
/CO.h3/:

Θεωρήστε ακόμα και το πρόβλημα(
y0

D y; 0 6 t 6 1;

y.0/ D 1: ]

3.5 Με τις προϋποθέσεις της Άσκησης 3.3 αποδείξτε ότι η άμεση μέθοδος (“κλασ-
σική”) RK που αντιστοιχεί στο μητρώο (3.16) έχει τάξη ακρίβειας τέσσερα.
3.6 Αποδείξτε ότι η άμεση μέθοδος του μέσου (Παράδειγμα υπ’ αριθμ. 4 στην πα-
ράγραφο 3.1) έχει τάξη ακρίβειας δύο, όταν εφαρμοσθεί και σε συστήματα Δ.Ε. της
μορφής (3.8), όπου f W Œa; b� � Rm ! Rm αρκετά ομαλή συνάρτηση.

3.7 Σε αυτήν την άσκηση (υπό τις προϋποθέσεις της Άσκησης 3.3) ζητείται να κα-
τασκευασθούν όλες οι άμεσες μέθοδοι RK με πλήθος σταδίων q 6 3; που έχουν τη
μεγαλύτερη δυνατή τάξη (για απλές Δ.Ε.). Θεωρούμε τη γενική άμεση μέθοδο με τρία
στάδια στη μορφή (3.7) με kn;i D ki ; δηλαδή στη μορφή

(i ) ynC1
D yn

C h˚.tn; yn
I h/;

όπου

(i i ) ˚.t; yI h/ D

3X
j D1

bjk
j ;

και όπου

(i i i )

�
k1

D f .t; y/;

k2
D f .t C h�2; y C ha21k

1/;

k3
D f

�
t C h�3; y C h.a31k

1
C a32k

2/
�
:

(Παρατηρούμε ότι η γενική άμεση μέθοδος με q D 1; αντίστοιχα με q D 2; είναι της
μορφής (i )–(i i i ), αν υποθέσουμε ότι b2 D b3 D 0; αντίστοιχα b3 D 0:)
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α) Αποδείξτε ότι για να έχει η μέθοδος τάξη ακρίβειας p > 3; είναι αναγκαίο να έχει
η ˚ ανάπτυγμα σε δυνάμεις του h της μορφής

˚?.t; yI h/ D f C hF=2C h2.Ffy CG/=6CO.h3/;

όπου F D ft C ffy ; G D ft t C 2ffty C f 2fyy : (Η f και οι μερικές της
παράγωγοι υπολογίζονται στο σημείο .t; y/: Φυσικά, για p > 1 είναι αναγκαίο
να ισχύει ˚? D f CO.h/: Για p > 2; ˚? D f C hF=2CO.h2/: )

β) Αναπτύξτε την k2 σε σειρά Taylor περί το σημείο .t; y/; χρησιμοποιώντας τη
σχέση k1 D f · υπολογίστε τους όρους τάξης μέχρι καιO.h2/: Κατόπιν, αντικα-
θιστώντας στην k3 το ανάπτυγμα της k2; προσδιορίστε παρόμοιο ανάπτυγμα για
την k3: Αντικαθιστώντας στο δεύτερο μέλος της (i i ), οδηγηθείτε τελικά σε ένα
ανάπτυγμα της μορφής

˚.t; yI h/ D AC BhC Ch2
CO.h3/:

γ) Εξισώνοντας όρους του δευτέρου μέλους της ˚? με αντίστοιχους όρους του πα-
ραπάνω αναπτύγματος της ˚; αποδείξτε ότι:

γ1) Για q D 1 (δηλαδή με b2 D b3 D 0), η μόνη άμεση μέθοδος με τάξη
ακρίβειας p > 1 είναι η μέθοδος του Euler, δηλαδή η μέθοδος με b1 D

1; a11 D �1 D 0; που έχει p D 1:

γ2) Για q D 2 (δηλαδή με b3 D 0) αποδείξτε ότι υπάρχει μονοπαραμετρική
οικογένεια μεθόδων με p > 2· οι σταθερές τους a21; �1; b1; b2 ικανοποιούν
τις σχέσεις

b1 C b2 D 1; a21 D �2; b2�2 D
1

2
:

Αποδείξτε ότι όλες αυτές οι μέθοδοι έχουν τάξη p D 2; δηλαδή ότι δεν
υπάρχει άμεση μέθοδος με q D 2; p > 2: Σε ποιες τιμές των σταθερών
αντιστοιχεί η μέθοδος του μέσου; Σαν τι μπορούν να ερμηνευθούν οι μέθοδοι
με b2 D 1 και με b2 D 1=2I

γ3) Για q D 3 προκύπτουν (αν θέλουμε p > 3) οι συνθήκες

b1 C b2 C b3 D 1; a21 D �2; a31 C a32 D �3;

b2�2 C b3�3 D
1

2
; b2�

2
2 C b3�

2
3 D

1

3
; b3�2a32 D

1

6
:

Συνεπώς, υπάρχει διπαραμετρική οικογένεια άμεσων μεθόδων με q D 3; p >
3: (Μπορεί να αποδειχθεί – με υπολογισμό του όρουO.h3/ – ότι καμμία από
αυτές τις μεθόδους δεν έχει p > 3; δηλαδή ότι για όλες p D 3:) Βεβαιωθείτε
ότι οι (3.13) και (3.14) ανήκουν σε αυτήν την κλάση.
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3.8 Αποδείξτε ότι η μόνη μέθοδος RK με ένα στάδιο και τάξη ακρίβειας δύο είναι η
(πεπλεγμένη) μέθοδος του μέσου (Παράδειγμα υπ’ αριθμ. 3 στην παράγραφο 3.1).

3.9 Αποδείξτε ότι καμμία μέθοδος των Runge–Kutta με δύο στάδια, διαφορετική της
(3.12), για την οποία ισχύει

P2
j D1 aij D �i ; i D 1; 2; δεν έχει τάξη ακρίβειας p > 4:

[Υπόδειξη: Εφαρμόστε τη μέθοδο στα προβλήματα αρχικών τιμών(
y0

D f .t; y/; 0 6 t 6 1;

y.0/ D y0

με f .t; y/ D i t i�1; i D 1; 2; 3; 4; και y0 D 0; καθώς και με f .t; y/ D y και
y0 D 1: Χρησιμοποιήστε το γεγονός ότι δεν υπάρχει τύπος ολοκλήρωσης με δύο
κόμβους διαφορετικός του τύπου του Gauss, ο οποίος να ολοκληρώνει ακριβώς τις
συναρτήσεις qi .t/ WD t i ; i D 0; 1; 2; 3:]

3.10 Αποδείξτε ότι καμμία μέθοδος τωνRunge–Kutta με q στάδια δεν έχει τάξη ακρί-
βειας p > 2q:

3.11 Αποδείξτε ότι ικανή και αναγκαία συνθήκη για τη συνέπεια μιας μεθόδου των
Runge–Kutta (3.2), για το πρόβλημα (3.1), είναι b1 C b2 C � � � C bq D 1:

3.12 Θεωρούμε το πρόβλημα αρχικών τιμών(
y0.t/ D 1; 0 6 t 6 1;

y.0/ D 0:

Έστω N 2 N; h WD
1
N
; και yN η προσέγγιση της λύσης του προβλήματος αυτού

στο σημείο 1; την οποία δίνει μια μέθοδος των Runge–Kutta όταν εφαρμοσθεί στο
πρόβλημα με βήμα h: Αν υποθέσουμε ότι

yN
! 1 D y.1/; N ! 1;

αποδείξτε ότι η μέθοδος των Runge–Kutta είναι συνεπής.
[Υπόδειξη: Χρησιμοποιήστε την Άσκηση 3.11.]

3.13 Θεωρούμε τα �n;i όπως ορίστηκαν στην (3.29). Αποδείξτε, για το πρόβλημα
(3.1), υπό τις προϋποθέσεις της Άσκησης 3.3, ότι

max
n;i

ˇ̌
y.tn;i / � �n;i

ˇ̌
6 Ch

και

max
n

ˇ̌
y.tn;i / � �n;i

ˇ̌
6 Ch2

”

qX
j D1

aij D �i ; i D 1; : : : ; q:
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3.14 Είναι η μέθοδος των Runge–Kutta που περιγράφεται από το μητρώο

1
12

�
1

12
1
4

1
4

1
12

1
6

1
12

1
3

1
6

1
2

1
6

5
6

1
2

1
3

1
6

συνεπής και γιατί;

3.15 Έστω f W Rm ! Rm μια αρκετά ομαλή διανυσματική συνάρτηση. Αποδείξτε
ότι από τη διαφορική εξίσωση y0 D f .y/ έπεται ότι

y.5/
D f .4/.y/. Py; Py; Py; Py/C 6f 000.y/. Ry; Py; Py/

C 4f 00.y/.«y; Py/C 3f 00.y/. Ry; Ry/C f 0.y/y.4/;

όπου .f .4/.y/.x; z; w; v//i D
P

j;k;`;n fi;jk`nxj zkw`vn; 1 6 i 6 m; για x; z; w;
v 2 Rm, με συμβολισμό όπως στην (3.81).

3.16 Με τον συμβολισμό της παραγράφου 3.4.2γ, βεβαιωθείτε ότι οι g.4/
i και g.5/

i

δίνονται όντως από την (3.91).

3.17 Αποδείξτε ότι οι συνθήκες για τάξη ακρίβειας p D 4 είναι, επί πλέον των
(3.97.1)–(3.97.3), και οι

qX
i;j;k;`D1

biaijaikai` D
1

4
;

qX
i;j;k;`D1

biaijaikaj` D
1

8
;

qX
i;j;k;`D1

biaijajkaj` D
1

12
;

qX
i;j;k;`D1

biaijajkak` D
1

24
:

3.18 Χρησιμοποιώντας το κριτήριο για τάξη ακρίβειας που δίνεται στο Θεώρημα
3.2, αποδείξτε ότι οι μέθοδοι RK που δίνονται από τα μητρώα (3.11)–(3.16) έχουν την
τάξη ακρίβειαςp που αναφέρεται σε κάθε περίπτωση. (Για κάθε μέθοδο προσδιορίστε
όλα τα ριζωμένα δέντρα � με j� j 6 p, καθώς και τις ποσότητες '.�/ και .�/.)

3.19 Θεωρήστε την ημιπεπλεγμένη μέθοδο RK με q D 3 στάδια, η οποία για αυτό-
νομα π.α.τ. αντιστοιχεί στο μητρώο

A

b>
D

b1=2 0 0

b1 b2=2 0

b1 b2 b3=2

b1 b2 b3

,
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όπου bi ¤ 0: Η μέθοδος αυτή ανήκει στην κατηγορία των μεθόδων RK που λέγο-
νται “μέθοδοι σύνθεσης”, γιατί είναι ισοδύναμες με ακολουθία (σύνθεση) q βημάτων
απλούστερων μεθόδων RK. Στην περίπτωσή μας, αποδείξτε:

α) Η δεδομένη ημιπεπλεγμένη μέθοδος μπορεί να υλοποιηθεί κατά το βήμα yn 7!

ynC1 στη μορφή
�
zn;1

D yn
C hb1f

�zn;1 C yn

2

�
;

zn;2
D zn;1

C hb2f
�zn;2 C zn;1

2

�
;

zn;3
D zn;2

C hb3f
�zn;3 C zn;2

2

�
;

ynC1
D zn;3;

δηλαδή ως ακολουθία (σύνθεση) τριών βημάτων της πεπλεγμένης μεθόδου του
μέσου (3.9), αλλά με χρονικά βήματα hbi : (Υποθέστε ότι τα ενδιάμεσα στάδια
yn;i της αρχικής μεθόδου, αλλά και τα βήματα zn;i της μεθόδου του μέσου, υπάρ-
χουν και είναι μοναδικά.)

β) Χρησιμοποιώντας το κριτήριο για τάξη ακρίβειας που δίνεται στο Θεώρημα 3.2,
αποδείξτε ότι η αρχική μέθοδος RK έχει τάξη ακρίβειας p D 4 αν b1 D b3; b2 D

1 � 2b1; και το b3 είναι η μοναδική πραγματική ρίζα του κυβικού πολυωνύμου
x3 � 2x2 C 1 �

1
6
: (Αποδείξτε μάλιστα ότι b1 D

1
2�21=3 � 1:351; οπότε b2 �

�1:702; b3 D b1.)

?3.20 Να αποδειχθεί ο ισχυρισμός α) του Πορίσματος 3.1.
[Υπόδειξη: Αποδείξτε, όπως στο πρώτο μέρος της απόδειξης του Θεωρήματος 3.3,
ότι En.0/ D O.hp/:]

?3.21 Να αποδειχθεί ο ισχυρισμός γ) του Πορίσματος 3.1.
[Υπόδειξη: Αποδείξτε ότι ισχύουν οι υποθέσεις του Θεωρήματος 3.3 με s D q και
r D p � q: Χρησιμοποιήστε την ταυτότηταZ 1

0

Z x

0

xk .t/ dtdx D

h Z 1

0

.1 � xkC1/ .x/ dx
i
=.k C 1/
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x
1

1

O

tκαι αποδείξτε την (3.120) παίρνοντας ως  τα πολυώνυμα
βαθμού όχι μεγαλύτερου του q � 1; τέτοια ώστε για δεδο-
μένο j;  .ti / D 0; αν i 6D j;  .tj / D 1 και χρησιμοποιώ-
ντας το γεγονός ότι ένας κανόνας αριθμητικής ολοκλήρωσης
της μορφής (3.124) ολοκληρώνει ακριβώς πολυώνυμα βαθ-
μού το πολύ 2q � 1: Για να βεβαιωθείτε ότι ισχύει η ανω-
τέρω ταυτότητα, αλλάξτε τη σειρά ολοκλήρωσης στο αρι-
στερό μέλος.]

3.22 Για κάθε μια από τις μεθόδους RK τωνΠαραδειγμάτων 1–9 της παραγράφου 3.1
συγκρίνετε την πραγματική τους τάξη με την τάξη p που δίνουν οι (ικανές) συνθήκες
του Θεωρήματος 3.3 και των α) και β) του Πορίσματος 3.1 για να πάρετε μια ιδέα για
την ισχύ των συνθηκών αυτών για συνηθισμένες μεθόδους RK.

3.23 Έστω a D t0 < t1 < � � � < tN D b ένας διαμερισμός του Œa; b�; hn WD

tnC1�tn; n D 0; : : : ; N�1; και h WD max06n6N �1 hn:Αν η λύση του προβλήματος
αρχικών τιμών (

y0
D f .t; y/; a 6 t 6 b;

y.a/ D y0

είναι αρκετά ομαλή, τότε για το σφάλμα "n WD y.tn/ � yn; n D 0; : : : ; N; μιας
μεθόδου των Runge–Kutta τάξεως p ισχύει

j"nC1
j 6 .1C C1hn/j"

n
j C C2h

pC1
n ; n D 0; : : : ; N � 1;

με σταθερές C1; C2 ανεξάρτητες του N και του διαμερισμού. Δεχόμενοι αυτό το
γεγονός, αποδείξτε ότι υπάρχει σταθερά C; ανεξάρτητη του h; τέτοια ώστε

max
06n6N

j"n
j 6 Chp:

3.24 (Άμεσες μέθοδοι RK ως μέθοδοι συνεγγισμού.)

α) Θεωρούμε τη μέθοδο συνεγγισμού με q D 1; �1 D 0: Αποδείξτε ότι αυτή η
μέθοδος αντιστοιχεί στην άμεση μέθοδο του Euler, με την έννοια ότι οι δύο αυτές
μέθοδοι δίνουν τις ίδιες προσεγγίσεις στους κόμβους.

β) Θεωρούμε μια άμεση μέθοδο RK με q > 2 στάδια. Αποδείξτε ότι στην (3.119)
αναγκαστικά s 6 1; ιδιαίτερα δηλαδή σε τέτοιες μεθόδους δεν αντιστοιχούν μέ-
θοδοι συνεγγισμού, βλ. τη σχετική συζήτηση μετά την απόδειξη της Πρότασης
3.5.
[Υπόδειξη: Για να ισχύει με s > 1 η (3.119) για i D 1 πρέπει να έχουμε �1 D 0:

Αποδείξτε τώρα ότι για καμμία επιλογή του a21 δεν μπορεί να ισχύει η (3.119)
για i D 2 με �2 ¤ 0 και s > 2:]
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3.25 Με τους συμβολισμούς της ενότητας 3.7, θεωρούμε μια μέθοδο συνεγγισμού
με q κόμβους τέτοια ώστε �q D 1: Αποδείξτε τότε ότι για την αντίστοιχη μέθοδο των
Runge–Kutta ισχύει yn;q D ynC1:

3.26 Έστω q 2 N και �1; : : : ; �q 2 .0; 1/ οι κόμβοι του τύπου ολοκλήρωσης του
Gauss στο διάστημα Œ0; 1� με συνάρτηση βάρους w.x/ D 1; x 2 Œ0; 1�: Θεωρούμε τη
μέθοδο συνεγγισμού με αυτούς τους κόμβους. Αν η λύση είναι αρκετά ομαλή, ποιας
τάξης προσεγγίσεις λαμβάνουμε στους κόμβους ενός ομοιόμορφου διαμερισμού και
ποιας τάξης σε ολόκληρο το διάστημα ολοκλήρωσης; Ποια είναι η αντίστοιχη μέθο-
δος των Runge–Kutta;
?3.27 Θεωρήστε το 3 � 3 υπο-μητρώο RK

A j � WD

0 0 0 0
2
3

0 0 2
3

0 2
3

0 2
3

και το διάνυσμα b> D .1=4; 3=4; 0/:

α) Αποδείξτε ότι η μέθοδος RK που αντιστοιχεί στο μητρώο

A �

b>

έχει τάξη ακρίβειας δύο.
β) Προσδιορίστε τα Qb1; Qb2; Qb3 έτσι ώστε η μέθοδος που αντιστοιχεί στο μητρώο

A �

Qb>
;

όπου Qb> D . Qb1; Qb2; Qb3/; να έχει τάξη ακρίβειας τρία.
[Υπόδειξη: Για τον προσδιορισμό συνθηκών για τα Qbi ; βλ. Άσκηση 3.7γ3. Η μέ-
θοδος που προκύπτει είναι εκείνη του ζεύγους (3.150) με p D 3:]

γ) Θεωρήστε μια οποιαδήποτε άμεση μέθοδο RK με p D q D 3: Αποδείξτε ότι η
μέθοδος με q D 3; η οποία προκύπτει αν διατηρήσουμε τα ίδια aij και �i και
υπολογίσουμε νέα bi από τους τύπους

b1 D 1 �
1

2�2
; b2 D

1

2�2
; b3 D 0;

έχει τάξη ακρίβειας δύο. (Με αυτόν τον τρόπο μπορούμε πάντα να κατασκευά-
σουμε μια μέθοδο τάξης δύο, εμφυτευμένη στη δεδομένη μέθοδο τάξης τρία.)
[Υπόδειξη: Όπως στη Άσκηση 3.7γ3 προσδιορίστε συνθήκες ώστε μια μέθοδος με
q D 3 στάδια να έχει τάξη p D 2:]
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3.28 Θεωρήστε τις ημιπεπλεγμένες μεθόδους RK (3.11) με παράμετρο � 2 R: Για
ποιες τιμές του � είναι οι μέθοδοι A-ευσταθείς; Ποια είναι η τάξη ακρίβειάς τους p;
που δίνει η (3.171);

3.29 Αποδείξτε ότι η μέθοδος (3.12) είναι A-ευσταθής. Αναπτύσσοντας την αντί-
στοιχη ρητή συνάρτηση r σε δυναμοσειρά του z; προσδιορίστε την τάξη ακρίβειας
p που δίνει η (3.171) γι’ αυτή τη μέθοδο.

3.30 Έστω r η ρητή συνάρτηση που αντιστοιχεί σε μια A-ευσταθή μέθοδο RK. Θε-
ωρήστε το σύστημα (3.179), για το οποίο υποθέστε ότι ισχύουν οι προϋποθέσεις της
Άσκησης 1.25. Αφαιρώντας κατά μέλη τις σχέσεις (3.180) και (3.181) και εκφρά-
ζοντας τα διανύσματα yn; yn;i ; zn; zn;i ως αναπτύγματα ιδιοδιανυσμάτων του M;
αποδείξτε ότι ynC1 � znC1 D r.hM/.yn � zn/; και συνεπώς ότι

kyn
� zn

k2 6 kr.hM/kn
2 ky0

� z0
k2; n > 0:

Οδηγηθείτε, βάσει της Άσκησης 1.25α, στο συμπέρασμα ότι, επειδή η μέθοδος είναι
A-ευσταθής, ισχύει

kr.hM/k2 D max
16i6m

ˇ̌
r.h�i /

ˇ̌
6 1 8h > 0;

και συνεπώς ότι
kyn

� zn
k2 6 ky0

� z0
k2; n > 0;

δηλαδή ότι ισχύει το διακριτό ανάλογο αποτέλεσμα της Άσκησης 1.25β.

3.31 Υπό τις προϋποθέσεις της Άσκησης 1.25, και υποθέτοντας ότι η ρητή συνάρ-
τηση r μιας μεθόδου RK πληροί την ανισότητα

jr.x/j 6 1 8x 2 Œ�˛; 0�;

για κάποια θετική σταθερά ˛; αποδείξτε ότι ισχύει η ανισότητα ευστάθειας kyn �

znk2 6 ky0 � z0k2; υπό την προϋπόθεση ότι hmax16i6m j�i j 6 ˛:

3.32 Προσεγγίστε τη λύση του συστήματος (3.179) με μια A-ευσταθή (βλ. Άσκηση
3.28) ημιπεπλεγμένη μέθοδο RK της μορφής (3.11). Σε κάθε βήμα πρέπει να λύσουμε
δύο γραμμικά συστήματα. Τι παρατηρείτε σχετικά με αυτά τα συστήματα;

3.33 Ως πρότυπο για συστήματα, για τα οποία οι ιδιοτιμές του πίνακαM είναι φα-
νταστικές (τέτοια συστήματα προέρχονται π.χ. από τη διακριτοποίηση υπερβολικών
Μ.Δ.Ε., προβλήματα ταλαντώσεων χωρίς απόσβεση, κ.α.), θεωρούμε το πρόβλημα
αρχικών τιμών της Άσκησης 2.21. Αποδείξτε ότι οι μέθοδοι Gauss–Legendre με q
στάδια είναι ιδιαίτερα κατάλληλες για τέτοια συστήματα, με την έννοια ότι δίνουν
προσεγγίσεις yn τέτοιες ώστε jynj D 1; για κάθε n > 0:
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3.34 α) Αποδείξτε ότι οι ημιπεπλεγμένες μέθοδοι (3.11) είναι B-ευσταθείς για � >
1=4:

β) Αποδείξτε ότι η μέθοδος των Gauss–Legendre με δύο στάδια (3.12) είναι B-ευ-
σταθής, με mij D 0:

γ) Αποδείξτε ότι η μέθοδος που αντιστοιχεί στο μητρώο
1
8

1
8

1
4

3
8

3
8

3
4

1
2

1
2

είναι A-ευσταθής, αλλά δεν ικανοποιεί τις συνθήκες αλγεβρικής ευστάθειας (3.190).
(Μπορεί να αποδειχθεί ότι δεν είναι B-ευσταθής.)
3.35 Θεωρήστε την ημιπεπλεγμένη μέθοδο RK της Άσκησης 3.19 και υποθέστε ότι
οι σταθερές b1; b2; b3 έχουν τις τιμές που δίνονται στην Άσκηση 3.19β, δηλαδή ότι
η μέθοδος έχει τάξη ακρίβειας 4:

α) Αποδείξτε ότι η μέθοδος δεν είναι A-ευσταθής, αλλά ότι η περιοχή απόλυτης
ευστάθειάς της στο αριστερό μιγαδικό ημιεπίπεδο είναι ζώνη της μορφής �a <

Re z 6 0. Προσδιορίστε τον θετικό αριθμό a:
[Υπόδειξη: Χρησιμοποιώντας την ισοδυναμία της μεθόδου με τρία βήματα της
πεπλεγμένης μεθόδου του μέσου όπως στην Άσκηση 3.19α, προσδιορίστε τους
πόλους της συνάρτησης ευστάθειας r.z/ αυτής της μεθόδου.]
Συμπεραίνουμε ότι η μέθοδος είναι κατάλληλη για άκαμπτα γραμμικά συστήματα
y0 D Ay; με πίνακα A με ιδιοτιμές πάνω ή κοντά στον φανταστικό άξονα.

β) Αποδείξτε ότι για τη μέθοδο αυτή ισχύει mij D 0; όπου mij όπως στον Ορι-
σμό 3.4, αλλά ότι η μέθοδος δεν είναι αλγεβρικά ευσταθής. Θεωρήστε όμως ένα
αυτόνομο σύστημα y0 D f .y/; με συνάρτηση f W Rm ! Rm τέτοια ώστε
το f .x/ να είναι ορθογώνιο στο x; ως προς το Ευκλείδειο εσωτερικό γινόμενο
.�; �/ στον Rm, .f .x/; x/ D 0; για κάθε x 2 Rm: Στην περίπτωση γραμμικής
f; f .x/ D Ax; αυτό ισχύει αν και μόνο αν ο πίνακας A είναι αντισυμμετρικός·
βλέπε τις Ασκήσεις 1.29 και 2.14. (Τέτοια συστήματα λέγονται συντηρητικά γιατί
η Ευκλείδεια νόρμα της λύσης y παραμένει σταθερή στον χρόνο.) Αποδείξτε ότι
για τέτοια συστήματα η μέθοδος RK διατηρεί την Ευκλείδεια νόρμα, δηλαδή ότι
kynC1k D kynk για κάθε n:

3.36 Χρησιμοποιήστε το Πόρισμα 3.1 για να αποδείξετε ότι η τάξη ακρίβειας της
μεθόδου των Runge–Kutta–Radau με μητρώο

5
12

�
1

12
1
3

3
4

1
4

1

3
4

1
4
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είναι τρία.

3.37 Αποδείξτε ότι η μέθοδος Runge–Kutta–Radau της Άσκησης 3.36 είναι αλγε-
βρικά ευσταθής.
[Υπόδειξη: Με τους συμβολισμούς του Ορισμού 3.4 διαπιστώστε ότι m11 D m22 D

1=16 και m12 D m21 D �1=16; οπότε

2X
i;j D1

mijxixj D
1

16
.x1 � x2/

2: ]

3.38 Αποδείξτε ότι στη μέθοδο συνεγγισμού με �1 D 1=3 και �2 D 1 αντιστοιχεί η
μέθοδος RK της Άσκησης 3.36, βλ. Πρόταση 3.5. Αποδείξτε ότιZ 1

0

.� �
1

3
/.� � 1/r.�/ d� D 0 8r 2 P0

για να οδηγηθείτε πάλι στο συμπέρασμα ότι η τάξη ακρίβειας αυτής της μεθόδου RK
είναι τρία.

3.39 α) Αποδείξτε ότι η μέθοδος RK με μητρώο

0 0 0
�2

2
�2

2
�2

1 �
1

2�2

1
2�2

είναι A-ευσταθής, αν και μόνο αν �2 D 1; δηλαδή όταν συμπίπτει με τη μέθοδο του
τραπεζίου.
[Υπόδειξη: Αποδείξτε ότι σε αυτή τη μέθοδο αντιστοιχεί η ρητή προσέγγιση του εκ-
θετικού r;

r.z/ D
2C .2 � �2/z C .1 � �2/z

2

2 � �2z
: ]

β) Θεωρούμε τη μέθοδο συνεγγισμού με �1 D 0 και 0 < �2 6 1: Αποδείξτε ότι αυτή
είναι A-ευσταθής, αν και μόνο αν �2 D 1:

[Υπόδειξη: Αποδείξτε ότι σε αυτή τη μέθοδο αντιστοιχεί η μέθοδος RK του α).]

3.40 (Αλγεβρικά ευσταθείς μέθοδοι των Runge–Kutta: Εκτίμηση του σφάλματος χω-
ρίς χρήση της σταθεράς του Lipschitz.) Θεωρούμε το πρόβλημα αρχικών τιμών(

y0
D f .t; y/; a 6 t 6 b;

y.a/ D y0;
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και υποθέτουμε ότι η f ικανοποιεί τη συνθήκη�
f .t; y/ � f .t; z/

�
.y � z/ 6 0; a 6 t 6 b; y; z 2 R:

Διακριτοποιούμε το πρόβλημα με μια αλγεβρικά ευσταθή μέθοδο των Runge–Kutta
τάξεως p; που αντιστοιχεί στο μητρώο

A �

b>
;

υποθέτοντας ότι έχουμε έναν ομοιόμορφο διαμερισμό του διαστήματος Œa; b� με βήμα
h: Υποθέστε ότι η λύση του προβλήματος είναι αρκετά ομαλή και αποδείξτε την
εκτίμηση σφάλματος

max
06n6N

jy.tn/ � yn
j 6 Chp;

με μια σταθερά C ανεξάρτητη του h:
[Υπόδειξη: Με τους συνηθισμένους συμβολισμούς, αποδείξτε κατ’ αρχάς ότι�

ynC1
� y.tnC1/ � ın

�2
6

�
yn

� y.tn/
�2
;

δηλαδή
jy.tnC1/ � ynC1

j 6 jy.tn/ � yn
j C jın

j :]
?3.41 (Στην Πρόταση 3.1 αποδείξαμε ότι οι προσεγγίσεις που δίνουν οι μέθοδοι των
Runge–Kutta είναι, για αρκετά μικρό βήμα h; καλά ορισμένες. Όπως θα δούμε στην
παρούσα Άσκηση, καθώς και στις τρεις που ακολουθούν, σε ορισμένες περιπτώσεις,
οι εν λόγω προσεγγίσεις είναι καλά ορισμένες, χωρίς κανέναν περιορισμό στο βήμα,
ή υπό συνθήκες αρκετά ασθενέστερες εκείνων της Πρότασης 3.1.)

Θεωρούμε μια μέθοδο των Runge–Kutta, που περιγράφεται από ένα μητρώο

a11 : : : a1q �1
:::

:::
:::

aq1 : : : aqq �q

b1 : : : bq

;

και υποθέτουμε ότι �1; : : : ; �q 2 Œ0; 1� και ότι ο πίνακας A D
�
aij

�
i;j D1;:::;n

είναι
θετικά ορισμένος. Αποδείξτε ότι οι προσεγγίσεις που δίνει αυτή η μέθοδος για προ-
βλήματα αρχικών τιμών (

y0
D f .t; y/; a 6 t 6 b;

y.a/ D y0;
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με f W Œa; b��R ! R μια συνεχή συνάρτηση που ικανοποιεί τη μονόπλευρη συνθήκη
του Lipschitz ως προς τη δεύτερη μεταβλητή της,�

f .t; y/ � f .t; z/
�
.y � z/ 6 0; a 6 t 6 b; y; z 2 R;

είναι καλά ορισμένες, χωρίς να απαιτείται κανένας περιορισμός στο βήμα h:
[Υπόδειξη: Προφανώς και ο πίνακαςA�1 είναι θετικά ορισμένος· έστω λοιπόν c1 > 0

τέτοιο ώστε
.A�1x; x/ > c1kxk

2
8x 2 Rq:

Έστω h > 0 και yn 2 R:Αρκεί να αποδείξουμε ότι το, μη γραμμικό γενικά, σύστημα

(?) yn;i
D yn

C h

qX
j D1

aijf .t
n;j ; yn;j /; i D 1; : : : ; q;

λύνεται μονοσήμαντα. Με Y WD .yn;1; : : : ; yn;q/> και e WD .1; : : : ; 1/> 2 Rq;

γράφουμε κατ’ αρχάς το (?) στη μορφή

A�1.Y � yne/ D h

0B@f .tn;1; yn;1/
:::

f .tn;q; yn;q/

1CA:
Η μοναδικότητα της λύσης αποδεικνύεται εύκολα. Για την ύπαρξη, θεωρούμε την
απεικόνιση G W Rq ! Rq;

G.x/ WD A�1.x � yne/ � h

0B@f .tn;1; x1/
:::

f .tn;q; xq/

1CA;
με x D .x1; : : : ; xq/

>: Τώρα�
G.x/; x

�
D .A�1x; x/ � yn.A�1e; x/

� h

qX
iD1

�
f .tn;i ; xi / � f .tn;i ; 0/

�
xi � h

qX
iD1

f .tn;i ; 0/xi :

Χρησιμοποιώντας την υπόθεσή μας για τη συνάρτηση f συμπεραίνουμε ότι

�
G.x/; x

�
> .A�1x; x/ � yn.A�1e; x/ � h

qX
iD1

f .tn;i ; 0/xi ;

οπότε �
G.x/; x

�
> c1kxk

2
� c2kxk
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με μια σταθερά c2 εξαρτώμενη από τον πίνακαA; το yn; το h και τις τιμές f .tn;1; 0/;

: : : ; f .tn;q; 0/: Επιλέξτε τώρα το x κατάλληλα και χρησιμοποιήστε το θεώρημα στα-
θερού σημείου του Brouwer, στην εκδοχή του που δίνεται στην Άσκηση 2.25, για να
οδηγηθείτε στο αποτέλεσμα.]
?3.42 Χρησιμοποιούμε τους συμβολισμούς της Άσκησης 3.41. Υποθέτουμε ότι η
συνάρτηση f ικανοποιεί τη συνθήκη που αναφέρθηκε εκεί, ενώ για τον πίνακα A
υποθέτουμε αυτή τη φορά ότι υπάρχει αντιστρέψιμος διαγώνιος πίνακας D; τέτοιος
ώστε ο πίνακας C WD DAD�1 να είναι θετικά ορισμένος. (Σημειώνουμε ότι στην
προηγούμενη Άσκηση οD ήταν ο μοναδιαίος πίνακας.) Αποδείξτε ότι και υπό αυτή
τη γενικότερη συνθήκη ισχύει το αποτέλεσμα της Άσκησης 3.41.
[Υπόδειξη: Γράψτε τώρα τη σχέση (?) στην υπόδειξη της Άσκησης 3.41 στη μορφή

C�1D.Y � yne/ D hD

0B@f .tn;1; yn;1/
:::

f .tn;q; yn;q/

1CA;
ορίστε μια κατάλληλη απεικόνιση, πάρτε το εσωτερικό γινόμενο με το Dx και χρη-
σιμοποιήστε το γεγονός ότι ο πίνακας C�1 είναι θετικά ορισμένος.]
?3.43 Υποθέτουμε ότι η μέθοδος των Runge–Kutta ικανοποιεί τις υποθέσεις που
αναφέρθηκαν στην Άσκηση 3.41 και ότι η συνεχής συνάρτηση f W Œa; b� � R ! R
είναι τέτοια ώστε�

f .t; y/ � f .t; z/
�
.y � z/ 6 �.y � z/2; a 6 t 6 b; y; z 2 R;

με μια θετική σταθερά �: Αποδείξτε ότι οι προσεγγίσεις είναι καλά ορισμένες, αν το
γινόμενο �h είναι αρκετά μικρό.
3.44 Γενικεύστε την Άσκηση 3.43 για την περίπτωση που η μέθοδος των Runge–
Kutta ικανοποιεί την υπόθεση που αναφέρθηκε στην Άσκηση 3.42.
3.45 Θεωρούμε μια μέθοδο των Runge–Kutta και την αντίστοιχη ρητή προσέγγιση r
της εκθετικής συνάρτησης, r.z/ D 1Czb>.I �zA/�1e; βλ. την (3.166). Αποδείξτε
ότι η μέθοδος είναι συνεπής, αν και μόνο αν r.0/ D r 0.0/ D 1; βλ. την Άσκηση 3.11.
3.46 Υποθέτουμε ότι μια μέθοδος των Runge–Kutta έχει τάξη ακρίβειας p: Απο-
δείξτε τότε ότι

b>A`�1e D
1

`Š
; ` D 1; : : : ; p:

[Υπόδειξη: Με τους συμβολισμούς της προηγούμενης Άσκησης έχουμε

r.z/ D 1C

1X
j D0

�
b>Aj e

�
zj C1:

Χρησιμοποιήστε την (3.171).]
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3.47 Αποδείξτε ότι η μέθοδος RK με μητρώο (3.197) και με b?
i ; i D 1; : : : ; 4; που

δίνονται από τους τύπους μετά το (3.197), δίνει προσεγγίσεις ynC1
? τρίτης τάξης ακρί-

βειας στο σημείο �n C #h:

3.48 Θεωρήστε τη μέθοδο του τύπου του Rosenbrock (3.200). Ποια είναι η μορφή
της όταν εφαρμοσθεί σε ένα m �m μη αυτόνομο σύστημα y0 D f .t; y/I

[Υπόδειξη: Ένα μη αυτόνομο m � m σύστημα y0 D f .t; y/ μπορεί να γραφεί ως
αυτόνομο .mC 1/� .mC 1/ σύστημα με την προσθήκη “αγνώστου” ymC1 D t; και
της διαφορικής εξίσωσης y0

mC1 D 1:]

3.49 Θεωρήστε το πρόβλημα αρχικών τιμών δεύτερης τάξης(
y00

D f .t; y; y0/; a 6 t 6 b;

y.a/ D y0; y0.a/ D y0
0;

τη Δ.Ε. του οποίου γράφουμε, κατά τα γνωστά, ως σύστημα πρώτης τάξης στη μορφή�
y

y0

�0

D

�
y0

f .t; y; y0/

�
:

Έστω μια μέθοδος RK με στοιχεία aij ; bi ; �i και q στάδια. Τότε, συμβολίζοντας με
yn; y0n τις προσεγγίσεις των y.tn/; y0.tn/; αντίστοιχα, έχουμε
˚
yn;i

D yn
C h

qX
j D1

aijy
0n;j ; tn;i

D tn C �ih; i D 1; : : : ; q;

y0n;i
D y0n

C h

qX
j D1

aijf .t
n;j ; yn;j ; y0n;j /; i D 1; : : : ; q;

ynC1
D yn

C h

qX
iD1

biy
0n;i ;

y0nC1
D y0n

C h

qX
iD1

bif .t
n;i ; yn;i ; y0n;i /:

α) Έστω ότι η f δεν εξαρτάται από το y0; δηλαδή ότι η Δ.Ε. έχει την ειδική μορφή
δεύτερης τάξης y00 D f .t; y/: Αποδείξτε ότι στην παραπάνω μέθοδο RK μπο-
ρούμε τότε να απαλείψουμε τα ενδιάμεσα στάδια y0n;i και να γράψουμε τη μέ-
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θοδο στη μορφή

(?)

‚
yn;i

Dyn
Ch�iy

0n
Ch2

qX
j D1

Naijf .t
n;j ; yn;j /; tn;i

D tnC�ih; 16 i6q;

ynC1
D yn

C hy0n
C h2

qX
iD1

Nbif .t
n;i ; yn;i /;

y0nC1
D y0n

C h

qX
iD1

bif .t
n;i ; yn;i /;

όπου υποθέσαμε ότι

qX
j D1

aij D �i ; i D 1; : : : ; q;

qX
iD1

bi D 1;

και όπου θέσαμε

(??) Naij WD

qX
kD1

aikakj ; Nbi WD

qX
kD1

akibk; i; j D 1; : : : ; q:

β) Μέθοδοι της μορφής (?), όπου τα Naij ; bi ; Nbi ; �i είναι δεδομένες σταθερές, και
όπου δεν πληρούνται αναγκαστικά οι συνθήκες (??), λέγονται μέθοδοι Runge–
Kutta–Nyström, [33, Παρ. II.14]. Αποδείξτε ότι η άμεση μέθοδος Runge–Kutta–
Nyström με q D 2 στάδια και σταθερές Na11 D Na12 D Na22 D �1 D 0;

Na21 D �2 D
1

2�
; b1 D 2 Nb1 D 1 � �; b2 D 2 Nb2 D �;

όπου � ¤ 0; είναι δεύτερης τάξης ακρίβειας ως προς y και y0; δηλαδή ότι τα
τοπικά σφάλματά της για τις προσεγγίσεις των y.tnC1/; y0.tnC1/; που παίρνουμε
υποθέτοντας ότι yn D y.tn/; y0n D y0.tn/; είναι τάξης O.h3/:

3.50 Θεωρούμε μια μέθοδο RK και χρησιμοποιούμε τους συμβολισμούς των (3.118)
και (3.119).

α) Έστω � WD min.p; s/: Αποδείξτε ότι, αν η λύση y του προβλήματος αρχικών
τιμών (3.1) είναι πολυώνυμο βαθμού το πολύ �; τότε η μέθοδος RK δίνει ως προ-
σεγγίσεις τις ακριβείς τιμές της λύσης στους κόμβους, δηλαδή η μέθοδος ολοκλη-
ρώνει το πρόβλημα ακριβώς.
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[Υπόδειξη: Προφανώς y0 2 P��1: Έστω ότι yn D y.tn/: Τότε

y.tn;i / D y.tn/C

Z tn;i

tn

y0.t/ dt D y.tn/C h

qX
j D1

aijy
0.tn;i /

D y.tn/C h

qX
j D1

aijf
�
tn;j ; y.tn;j /

�
;

συνεπώς, για αρκετά μικρό h ώστε τα yn;i να ορίζονται μονοσήμαντα, έχουμε
y.tn;i / D yn;i ; i D 1; : : : ; q: Επί πλέον

y.tnC1/ D y.tn/C

Z tnC1

tn

y0.t/ dt D y.tn/C h

qX
iD1

biy
0.tn;i /

D y.tn/C h

qX
iD1

bif
�
tn;i ; y.tn;i /

�
D yn

C h

qX
iD1

bif
�
tn;i ; yn;i

�
D ynC1: ]

β) Θεωρούμε τη βελτιωμένη μέθοδο του Euler ή άμεση μέθοδο του μέσου, Παρά-
δειγμα υπ’ αριθμ. 5 στην παράγραφο 3.1. Βεβαιωθείτε ότι σε αυτήν την περί-
πτωση έχουμε s D 1 και p D 2: Εφαρμόστε τη μέθοδο στο παράδειγμα(

y0.t/ D 2y.t/=t; 1 6 t 6 2;

y.1/ D 1;

του οποίου η λύση είναι y.t/ D t2; με βήμα h D 1; για να διαπιστώσετε ότι
y1 D 11=3 ενώ y.2/ D 4; δηλαδή ότι το πρόβλημα δεν ολοκληρώνεται ακριβώς.
Επομένως, στο α) το � δεν μπορεί να αντικατασταθεί από την τάξη ακρίβειας p
της μεθόδου.

3.51 (B-ευστάθεια μεθόδων RK Radau IIA.) Αποδείξτε ότι οι μέθοδοι RKRadau IIA
είναι B-ευσταθείς.
[Υπόδειξη: Θεωρούμε το πρόβλημα (3.186) και, με τους συνηθισμένους συμβολι-
σμούς, για δεδομένες προσεγγίσεις Y.tn/ και Z.tn/; θεωρούμε τις προσεγγίσεις Y
και Z που δίνει η μέθοδος συνεγγισμού, που αντιστοιχεί στους κόμβους 0 < �1 <

� � � < �q D 1; βλ. την Παρατήρηση 3.6. Όπως στην Παρατήρηση 3.5, θέτουμε

m.t/ WD kY.t/ �Z.t/k2; t 2 Œtn; tnC1�:
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Υποθέστε ότι ικανοποιείται η μονόπλευρη συνθήκη του Lipschitz (3.187) και απο-
δείξτε ότι m0.tn;i / 6 0; οπότε

h

qX
iD1

bim
0.tn;i / 6 0;

με τα bi όπως στην Παρατήρηση 3.6. Τώρα για το σφάλμα του τύπου ολοκλήρωσης
του Radau ισχύει

8f 2C 2q�1Œ0; 1� 9�2.0; 1/

Z 1

0

f .x/ dx�Qq.f / D �
q
�
.q � 1/Š

�4

2
�
.2q � 1/Š

�3
f .2q�1/.�/:

(Η σχέση αυτή προκύπτει εύκολα από την αντίστοιχη παράσταση (2.7.1.10) στο [20].
Εκεί χρησιμοποιείται το αριστερό άκρο του διαστήματος ολοκλήρωσης ως κόμβος.)
Τέλος βεβαιωθείτε ότι m.2q/ > 0 και συνδυάστε τα ανωτέρω για να οδηγηθείτε στο
συμπέρασμα m.tnC1/ 6 m.tn/:]

3.52 Δώστε ένα παράδειγμα πεπλεγμένης μεθόδου RK με αντίστοιχη ρητή προσέγ-
γιση r που δεν είναι στοιχείο του πίνακα Padé του εκθετικού.
[Υπόδειξη: Θεωρήστε τη μέθοδο (3.11) για κατάλληλα �: (Η ρητή προσέγγιση r δό-
θηκε λίγο πριν την (3.172).)]

3.53 (Η μέθοδος του τραπεζίου δεν είναι B-ευσταθής.) Αποδείξτε ότι η μέθοδος του
τραπεζίου δεν είναι B-ευσταθής.
[Υπόδειξη: Θεωρούμε ένα πρόβλημα αρχικών τιμών για μια εξίσωση της μορφής y0 D

�.t/y; με � μια συνεχή συνάρτηση με μη θετικές τιμές. Για ένα συγκεκριμένο h;
με τους συνηθισμένους συμβολισμούς, επιλέξτε τη � έτσι ώστε h�.tn/ D �8 και
h�.tnC1/ D �1; και βεβαιωθείτε ότι ynC1 D �2yn:]

3.54 Έστω ότι ο πίνακας A του μητρώου (3.2) είναι αντιστρέψιμος. Θεωρούμε το
διάνυσμα c 2 Rq; c WD .A>/�1b:Αποδείξτε ότι η (3.5) μπορεί να γραφεί στη μορφή

ynC1
D yn

C

qX
iD1

ci .y
n;i

� yn/:

[Υπόδειξη: Γράφουμε την (3.4) στη μορφή0@yn;1 � yn

:::
yn;q � yn

1A D hA

0@f .tn;1; yn;1/
:::

f .tn;q; yn;q/

1A
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και έχουμε

b>A�1

0@yn;1 � yn

:::
yn;q � yn

1A D hb>

0@f .tn;1; yn;1/
:::

f .tn;q; yn;q/

1A D h

qX
iD1

bif .t
n;i ; yn;i /;

οπότε, με b>A�1 D c>;

qX
iD1

ci .y
n;i

� yn/ D h

qX
iD1

bif .t
n;i ; yn;i /:

Τώρα η b>A�1 D c> γράφεται ισοδύναμα ως
�
.A�1/>b

�>
D c>; δηλαδή c D

.A�1/>b: Τέλος, ως γνωστόν, .A�1/> D .A>/�1:]
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